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I. INTRODUCCION

N el articulo analizado se presenta un conjunto

de marcos de onditas diadicas. Estas onditas cubren

el plano tiempo-frecuencia de manera tal que brinda un

mayor muestreo tanto en tiempo como en frecuencia. Los

marcos propuestos, que son de soporte compacto y poseen

momentos nulos, permiten obtener una transformada ondita

con escalas intermedias y es aproximadamente invariante al
desplazamiento (ver Apéndice B).

Para determinadas aplicaciones se puede mejorar el de-
sempefio utilizando una transformada sobrecompleta, es
decir, una transformada que expanda una sefial de N puntos
en M coeficientes y tal que M > N. Existen varias
transformadas onditas sobrecompletas, entre ellas la UDWT
(del inglés undecimated discrete wavelet transform) que
es expansiva en un factor J 4 1 para J escalas [1], la
transformada onditas discreta de doble densidad, dos veces
expansiva y la PWT (del inglés partially decimated wavelet
transform) cuya redundancia puede variar entre 1y J + 1.
Sin embargo ninguna de las transformadas mencionadas
incrementa el muestreo con respecto a la frecuencia (o
escala). La transformada ondita con escalas redundantes
introducida en [2] tiene escalas intermedias y es util para
limpieza de ruido, sin embargo, no es submuestreada y es
muy redundante.

En el articulo se desarrolla una transformada ondita
diadica expansiva que sobremuestrea tanto en tiempo como
en frecuencia con un factor de dos. El marco (o base
sobrecompleta) asociado con esta trasformada expansiva
posee dos generadores v;(t),i = 1,2, de manera que el
espectro de la primer ondita se concentra entre el espectro
de la segunda y la version dilatada de la misma (¥ (w) esta
concetrada entre ¥o(w) y Wo(2w)). Ademds, la segunda
ondita se traslada mediante mdltiplos de 1/2, en lugar de
enteros. En el articulo ademds se presenta la construccién
onditas de soporte compacto con momentos nulos para la
utilizacién con la transformada.

II. ANALISIS GENERAL
A. Opinion general del trabajo

El articulo presenta un aporte novedoso, el incremento de
resolucion tanto temporal como en las escalas que ofrece
esta transformada la convierte en una nueva alternativa para
el problema de limpieza de ruido y otras aplicaciones que el
autor menciona. El desarrollo matematico concluye en una
receta util para el disefio de marcos justos de onditas que

puede aplicarse de una manera practica y sencilla. En la
introduccidén se justifica de manera correcta el desarrollo
de la nueva transformada destacando las caracteristicas
que hacen interesante la propuesta. Si bien hay algunas
omisiones en el desarrollo, como se describe en la seccion
correspondiente, el trabajo en su totalidad esta escrito de
manera clara y entendible.

Otro punto a favor es que el autor puso a disponibilidad
un toolbox para Matlab que cuenta con la implementacién
de la transformada propuesta y una serie de scripts para
reproducir los ejemplos presentados en el articulo. Sin
embargo, dentro de este conjunto de rutinas no hay un script
para reproducir de forma directa los experimentos.

B. El resumen

El autor resume el articulo de manera clara, permitiendo
al lector obtener una idea general de la propuesta. Sin
embargo, trata de dar detalles muy vagos del desarrollo que
no corresponden en el resumen, por ejemplo, la localizacién
de los espectros de las onditas es un detalle que se puede
explicar directamente en el desarrollo. Por otro lado se
omite hacer mencién de los experimentos y resultados de
limpieza de ruido que se presentan.

Por otro lado, en el resumen el autor menciona que la
transformada propuesta es aproximadamente invariante en
el tiempo y no deja en claro a qué se refiere con esto. Si
bien en el desarrollo del articulo hay una auto-referencia a
un trabajo donde lo explica [3], no estd citado en la parte
del texto donde corresponde.

C. La introduccion

La introduccién del artiuclo es clara y concisa, y se
introducen claramente los objetivos del trabajo. Se realiza
un correcto andlisis del estado del arte donde menciona las
distintas transformadas sobrecompletas existentes, citando
la bibliografia correspondiente y explicando las correspon-
dientes ventajas y desventajas.

D. Metodologia

El estudio desarrollado por el autor es claro y estd bien
formulado, lo que permite que otra persona pueda reprodu-
cirlo siguiendo los pasos como estin explicados. En general
todos los pasos estdn justificados, aunque en la segunda
seccién se afirma que “si los filtros satisfacen ciertas con-
diciones de reconstruccién perfecta y la funcién de escala
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es suficientemente regular entonces las onditas escaladas
y trasladadas forman un marco justo”; sin embargo esta
afirmacién no estd justificada y en el articulo citado [4]
tampoco se demuestra dicho resultado.

Ademais, en el punto A de la tercera seccién tampoco
se justifica claramente la eleccién del filtro de fase lineal,
respuesta finita y méaximamente plano, el cual se utiliza
en los ejemplos y la experimentacién. Si bien se hace
referencia a un trabajo sobre el disefio de este tipo de filtros,
se deberia dejar en claro si dicha eleccién se basa en un
resultado del trabajo citado.

E. Resultados y discusion

Si bien la seccién de resultados del articulo analizado es
poco extensa, es suficiente ya que el resultado que justifica
al mismo no es la experimentacion sino la comparaciéon de
las nuevas onditas con las clasicas en base a la regularidad
de Sobolev (ver Apéndice A). En los ejemplos se discute
adecuadamente sobre la regularidad de las onditas disefiadas
y las demds propiedades que presentan. No se ofrece una
buena discusion sobre los resultados de limpieza de ruido
donde éstos sean debidamente valorados y la seccién de
conclusiones, ademds de los trabajos futuros, es un mero
resumen del trabajo. En la tdltima seccién de este informe
se realiza un andlisis mads completo de los resultados.

F.  Otros comentarios

Las citas bibliogréficas del articulo son adecuadas, los
trabajos citados son en su mayoria recientes y también se
hace referencia a algunos libros cldsicos. Aunque también
se citan dos trabajos muy antiguos (Burrus y Adelson, 1983;
Hermann, 1971). También hay dos autorreferencias, uno de
los cuales es un capitulo de un libro editado por Meyer y
entre las citas mas destacadas se puede mencionar algunos
trabajos de Daubechies, Donoho, Coifman, Vetterli, Burrus
y Chui. El formato de la bibliografia es incorrecto, ya que
aparece en orden alfabético mientras que el formato de la
editorial establece el orden por aparicion.

En cuanto a las figuras, un detalle es que las distintas
gréficas del trabajo presentan diferente grado de definicién
en el formato y en el tamafio de letra de los ejes. Ademas,
por ejemplo en la figura 4, la escala de las graficas es
demasiado pequefia, asi como el tamafio de la fuente de
los ejes. Otra observacion es que algunas figuras, como por
ejemplo la 6 y la 1, tienen el titulo directamente sobre las
imagenes mientras que lo usual es referenciarlos en el pie
de imagen. Se ha encontrado ilustrativa la figura 1.

Una observacién sobre el formato es que sobran espacios
entre el texto y muchas de las ecuaciones, ademds de que
en las mismas se omiten las comas en la mayoria de las
veces.

III. DESARROLLO DE PASOS INTERMEDIOS
A. Condiciones de reconstruccion perfecta

En el articulo se desarrollan los pasos para obtener un
conjunto de funciones

{djk'(t)?wi,j,k(t) : .]ak S Z7.] Z O,Z = 172}7

que forman un marco justo para L2?(R) cuando ¢y (t) y
1i.;.,(t) se obtienen a partir de un filtro h;(n) que satisface
ciertas condiciones de reconstruccién perfecta y ¢x(t) es
suficientemente regular.

Para la implementaciéon de la transformada se utiliza
un banco de filtros de tres canales, en el cual sélo se
submuestrean los dos primeros. Para construir el marco
justo de onditas los autores imponen condiciones en el
banco de filtros de manera que éste cumpla la propiedad
de reconstruccion perfecta. Para esto, parten de la funcién
de transferencia del filtro pasabajos, Hy(z) factorizdndola
como el producto Py(z)Qo(z) para determinar a partir de
la misma los filtros pasa-banda y pasa-alto.
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Fig. 1. Bancos de filtros de andlisis y sintesis utilizados.

Si las sefiales de entrada y salida de la Figura 1 son z(n)
y y(n) entonces la transformada Z de y(n) es

Y(2) = 0,5[Ho(2) X (2) + Ho(—2)X(—2)]Ho(1/2) +
Hyi(—2)X(—2)|H1(1/2) +
Hy(2)H2(1/2)X(2). (1)
donde H;(—2)X(—z) = Ri(—z) =
=S nt-a) A { 0

n

n par
n impar,

y Hi(2)X(z) = Ri(2) = 32, ri(n)z=" «Z> r4(n), enton-
ces los términos H;(—z)X(—z) expresan el submuestreo
en la salida de los filtros h;(n).
Reordenando (1) se tiene
Y(z) = T(2)X(2) + V(2) X (=2), 2)
donde T'(z) estd dado por

0,5[Ho(2)Ho(1/2) + Hi(2)H1(1/2)] + Hz(z)Hg(l/z)(é)
y V(z) estd dado por

0.5(Ho(—2)Ho(1/2) + Hy(—2) L (1/2)]. (&)

Para obtener una reconstruccién perfecta (RP) necesita-
mos T(z) =1y V(z) =0, es decir

®)

H()(—Z)H()(l/z) + Hl(—Z)Hl(l/Z) =0. (6)
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Luego se factoriza Hy(z) = P(z)Q(z) para encontrar filtros
ho, h1 v ho que satisfagan las condiciones de RP. Se define
Hy(z) como

Hy(2) := 27 P(2)Q(-1/2) (-

donde L es el grado de Q(z) y

o= 0,
=11
entonces « + L serd impar. A partir de (13) y teniendo en

cuenta que o + L es impar se comprueba que H; satisface
la segunda condicién de RP (6):

2)7k, 7)

L impar
L par,

Hi(—z)H1(1/2) =
= [(—2) " P(=2)Q(1/2)z""].[2*P(1/2)Q(—2)(—2)"]
:( D P(—2)Q(1/2)P(1/2)Q(—=2)
—P(=2)Q(1/2)P(1/2)Q(~2) = —Ho(—2)Ho(1/2).

Luego se puede encontrar un Hs(z) que satisfaga la segunda
condicién de RP (6) a partir de
1

HQ(—Z)HQ(I/Z) =
=512 Ho(=2)Ho(1/2) — Hi(=2)Hi(1/2)], ()

que puede resolverse mediante una factorizacion.

B. Construccion de filtros

A partir del desarrollo analizado en la subseccion anterior,
el autor muestra que el conjunto de filtros es obtenido
a partir una determinada factorizaciéon de la funcién de
transferencia del filtro pasabajos ho(z). A continuacién
se analizan los pasos que el autor propone para obtener
una factorizacién que maximice la cantidad de momentos
nulos sin perder compacticidad en el soporte de las onditas.
El interés en que las onditas tengan cierta cantidad de
momentos nulos es porque al poseer mds momentos nulos
las funciones pueden representar sefiales mas complejas con
mayor precision.

La construccién de Hy(z) parte de que la cantidad de
momentos nulos de ¢g(n) depende directamente de la
cantidad de ceros sobre el eje real del plano z. Entonces,
propone un pasabajos con Ky ceros en z = —1,

Ho() = (1 +2z_1

donde A(z) tiene grado M vy satisfaciendo la normalizacién
H(1) = /2, requerida para que las onditas estén bien
definidas.

El filtro Hy(z) es un pasabajos causal y Hy(1/z) equivale
a invertir temporalmente la respuesta al impulso, asi convo-
lucionando hg(n) * ho(—n) o multiplicando Hy(z)Ho(1/z)
se obtiene un filtro pasabajos causal,

Ho(2)Ho(1/2) = (HT’)K A(2) (1+T)K A(1/2),
_ (HT_ x %)KO A(2)A(1/2),
_ (Lgm)“ A(2)A(1/2).

)KO A2), ©)

Entonces 2 — Hy(z)Ho(1/z) es un filtros pasaaltos, si este

tiene 2K raices en z = 1, para algtin B(z) se puede escribir

1y 9_ L

"’Iz) B(2)B(1/2).
(10)

Suponiendo que Ky > Ko, se factoriza Hy(z) como

P(2)Q(z), donde

2 — Ho(Z)Ho(l/Z) = (

P(z)(”j ) , (11
—1\ K2
o= (25— 4 12

donde Ky = K; + K>. El grado de Q(z) es L = Ky + M,
entonces a partir de (13), (11) y (12) se tiene

oo (5 ()

X A(—1/z)(—z)" KM,
—1\ &1 _ 1\ K
() ()
XA(=1/2)(=2)"™M. (13)

El filtro H5 se puede encontrar utilizando (8). Més precisa-
mente, a partir de (10) y (13) se obtiene

Hy(2)Ha(1/2) = ;{ (#)K B(2)B(1/2)
O PEQ-1/2)(2) P2 ()

—{ (==)" Basse)
PR/ PO/ |

—{ (==)" s

n <2+z1—z*1)K1 (2_)22[1)1(2 A(—l/z)A(—Z)}7
1 (=) ),

donde C,(z) estd definido como

21 2\
C,(2) == B(z)B(1/2) — (*4”) A(2)A(1/2).
(14)
Factorizando C).(z) como C(z)C(1/z) := Cy(z), y divi-

diendo (B) por Hs(1/2)C(1/z) se puede escribir
1 121\
Hy(z) = — ( 5 ) C(z).

Esto no determina univocamente C(z) existen distintas
factorizaciones posibles, y se tiene

) = ( *;1)KO A,

5)

(16)
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1+ \K /= -1\ e
Hy(z) = 2@
1(2) =2 ( 2 ) 2

xA(=1/2)(=2)"M,

De esta manera el autor llega a un conjunto de expre-
siones mediante las cuales se pueden obtener cada uno de
los filtros a partir de un determinado polinomio A(z) y una
posible factorizacién de C..(z).

Mediante el desarrollo anterior el autor propone una
forma de encontrar un marco justo de onditas que puede
ser utilizado para implementar una transformada onditas so-
brecompleta. Es de interés, ademads, para obtener una buena
representacion de cualquier tipo de sefnal que las onditas que
componen el marco tengan una cantidad de momentos nulos
y sean de soporte compacto. Para encontrar dicho conjunto
de funciones la propuesta es construir Hy(z)Hy(1/z) como
un filtro de respuesta finita, maximamente plano y de fase
lineal descrito por Hermann [5] y obtener Hy(z) mediante
factorizacion.

a7)

Hy(z) = (18)

IV. ANALISIS DE RESULTADOS

Como se menciona en el andlisis general, el resulado
mas importante del trabajo analizado es la comparacion
de las nuevas onditas con las cldsicas. Por ejemplo, las
onditas del ejemplo 2 del articulo son mds regulares que las
onditas ortonormales de Daubechies con el mismo nimero
de momentos nilos. Menciona, ademds, que el parimetro
de regularidad de Sobolev resulta considerablemente mayor
para las nuevas onditas. En andlisis del mismo ejemplo
menciona que “si bien el marco de onditas propuesto
estd disefiado para proveer un muestreo del plano tiempo-
frecuencia mas denso, un efecto secundario positivo es el
incremento de suavidad de las onditas”. Esto resulta confuso
ya que la suavidad de las onditas estd controlada por la
cantidad de momentos nulos y en cada uno de los ejemplos
se disefia un conjunto de filtros para una cantidad dada de
momentos nulos. Por lo tanto la suavidad de las onditas no
es un efecto secundario sino un objetivo que se tiene en
cuenta en el disefio.

En el articulo se presentan resultados de la aplicacién de
la transformada onditas sobrecompleta propuesta al proble-
ma de limpieza de ruido y se compara el desempefio con
otras trasnformadas. Los resultados expuestos sobre limpie-
za de ruido son interesantes; demuestran que la HDDWT se
comporta casi tan bien como la UDWT, siendo la primera
considerablemente menos expansiva.

Una observacién importante es que la comparacion se
realiza sélo para un tipo de sefial artificial. Teniendo en
cuenta que la limpieza de ruido tiene numerosas aplicacio-
nes, el autor podria realizar este experimento con distintos
tipos de sefiales reales para poder valorar correctamente las
ventajas de su propuesta. Si bien la sefial que se utiliza
es clasica y permite comparar con otras publicaciones, es

un caso muy particular y lejos de la realidad, y permite
concluir sobre el posible desempeiio en casos reales. Seria
interesante, por ejemplo, saber que resultado se obtiene con
seflales de audio a distintos niveles de ruido.

También podria incluirse en la comparacién con las otras
transformadas expansivas que el autor realiza, resultados
de limpieza de ruido utilizando tecnicas basadas en la
transformada paquete de onditas y matching pursuit [6].
Ademas, como el mismo autor menciona en la introduccion
del articulo, existen otras aplicaciones en las cuales las
transformadas expansivas han mostrado mejorar los resul-
tados. Seria interesante, por lo tanto, conocer como se
comporta esta nueva transformada en otras aplicaciones.

Por otra parte, la figura que compara los resultados de
limpieza de ruido estd bien presentada, se detalla correcta-
mente la metodologia con la cudl se realizaron los experi-
mentos y es importante destacar que la grafica presentada se
obtuvo promediando 200 realizaciones del experimento, lo
cual permite valorar de mejor manera los resultados. Otro
aspecto negativo es que, si bien se detallan la forma en que
se generan las sefiales y el ruido, no se da una idea de la
relacion entre la cantidad de sefial y la cantidad de ruido,
no permitiendo dar una idea acerca de la robustez.

El autor menciona, ademads, que ha realizado otros experi-
mentos de limpieza de ruido en el cual se utiliza el mismo
umbral para todas las transformadas. Sin embargo, no da
detalles de estos experimentos ni cuantifica adecuadamente
la mejora que se obtiene de los mismos y por lo tanto el
comentario carece de validéz.

La propuesta del trabajo estd cerrada ya que el desarrollo
tedrico concluye en un conjunto de filtros con propiedades
interesantes y una transformada expansiva que tiene ciertas
ventajas sobre las alternativas existente, al menos, para un
caso particular de limpieza de ruido.

Entre los posibles cambios y extensiones al trabajo que se
plantean, se menciona que para construir los filtros no es ne-
cesario que hg sea factor espectral de un filtro de respuesta
finita, mdximamente plano y de fase lineal. Otra extension
que se plantea es el desarrollo de una transformada onditas
compleja de arbol dual (aproximadamentemente analitica)
basada en el conjunto de filtros propuesto. Sin embargo, no
se indica cudl seria la utilidad o el interés en realizar dicho
desarrollo.

V. APENDICE

A. Regularidad de Sobolev

La regularidad estd relacionada con la suavidad de ¢(t)
y ¥(t) en el sentido del grado de diferenciabilidad, La
regularidad de Sobolev estd definida como el nimero real
s. més pequefio tal que ¢(w) (transformada de Fourier de
@(t)) satisface:

/00 |gz~5(w)|2(1 + w?)*dw < o (19)

— 00

para todo s < s..
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B.  Cuasi-invariancia al desplazamiento

Como es sabido, las transformadas ondita en general
no son invariantes al desplazamiento. Sin embargo, dicho
comportamiento puede ser aproximado usando un conjunto
redundante de filtros. Para evaluar la invariancia en la escala
1, una funcioén de paso discreto

w(n —ng), 0<ny<2¢—-1

alimenta un banco de filtros iterativo, siendo d el nimero
de escalas. Entonces, se observa la consitencia de la salida
en la escala d sobre todos los posibles desplazamientos. Se
desea que las salidas resultantes sean tan similares como
sea posible para todos los desplazamientos [3].
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como en frecuencia con un factor de dos. Se propone un conjunto de filtros con propiedades interesantes
y una transformada expansiva que tiene ciertas ventajas sobre las alternativas existente, al menos, para un
caso particular de limpieza de ruido.

7. Aspectos negativos:

Seccion de resultados breve, seria interesante incorporar experimentos con sefiales reales.

En analisis de los ejemplos se menciona que un efecto secundario positivo del disefio de los filtros es el
incremento de suavidad de las onditas. Esto resulta confuso ya que la suavidad de las onditas esta
controlada por la cantidad de momentos nulos y en cada uno de los ejemplos se disefia un conjunto de
filtros para una cantidad dada de momentos nulos.

En la segunda seccion se afirma que “si los filtros satisfacen ciertas condiciones de reconstruccion
perfecta y la funciéon de escala es suficientemente regular entonces las onditas escaladas y trasladadas
forman un marco justo”; sin embargo esta afirmacién no esta justificada y en el articulo citado en esta
parte del texto tampoco se demuestra dicho resultado.

8. Comentarios adicionales:

Un punto a favor es que el autor puso a disponibilidad un toolbox para Matlab que cuenta con la
implementacion de la transformada propuesta y una serie de scripts para reproducir los ejemplos
presentados en el articulo. Sin embargo, dentro de este conjunto de rutinas no hay un script para
reproducir de forma directa los experimentos.
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