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Transformada wavelet continua

Transformada wavelet

Wf(u, s) =
∞∫
−∞

f(t) 1√
s
ψ∗
(
t−u
s

)
dt

Transformada wavelet inversa

Condición de admisibilidad (Calderóna): Si Cψ =
+∞∫
0

|Ψ(ω)|2
ω dω < +∞

Entonces: f(t) = 1
Cψ

+∞∫
0

+∞∫
−∞

Wf(u, s) 1√
s
ψ
(
t−u
s

)
duds

s2

y además:
∞∫
−∞
|f(t)|2dt = 1

Cψ

+∞∫
0

+∞∫
−∞
|Wf(u, s)|2duds

s2

a

ver Teorema 4.4 Mallat
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Función de escala

Representación truncada

Se utiliza un átomo φu,s(t) = 1√
s
φ
(
t−u
s

)
El contenido de baja frecuencia se obtiene como

Lf(u, s0) =
∞∫
−∞

f(t) 1√
s0
φ∗
(
t−u
s0

)
dt

La reconstruccion para esta forma es:

f(t) = 1
Cφ

s0∫
0

∞∫
−∞

Wf(u, s) 1√
s
ψ∗
(
t−u
s

)
duds

s2
+

+ 1
Cφs0

∞∫
−∞

Lf(u, s0) 1√
s0
φ∗
(
t−u
s0

)
du
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Diádica en escala, muestreada en tiempo

Discretizacion 2

Se �ja a = 2, las escalas son s = 2j .

Esto asegura un cubrimiento completo del eje de frecuencias

Muy redundante en el tiempo

−2 0 2
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

Fig. 5.1. A Wavelet Tour of Signal Processing, 3rd ed. Scaled Fourier transforms |ψ̂(2jω)|2, for 1 6 j 6 5 and ω ∈ [−π, π].
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Grilla para discretizacion 2
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Diádica en escala, muestreo diádico en el tiempo

Discretizacion 3 - Muestreo crítico

Se �ja a = 2, las escalas son s = 2j .

Esto asegura un cubrimiento completo del eje de frecuencias

Se submuestrea también en el tiempo u = nt02j

La ondita correspondiente es ψj,n(t) = 1√
2j
ψ
(
t−nt02j

2j

)
.

Este conjunto de onditas constituye una base ortogonal!
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Bases para espacios de Hilbert

Espacio de Hilbert

Un espacio de Hilbert H es un espacio vectorial normado y con producto

interno (la norma es inducida por el producto interno).

Base ortogonal de un espacio de Hilbert

Sea E = {en}n∈Γ un conjunto ortogonal de funciones en H, con Γ
un conjunto �nito o in�nito.

Entonces 〈en, ep〉 = 0 para n 6= p.

Si existe la secuencia a[n] tal que ‖f − ∑
n∈Γ

a[n]en‖ = 0, para toda

f ∈ H, entonces E es una base ortogonal para H.
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Bases para espacios de Hilbert

Base ortogonal

La ortogonalidad implica que a[n] = 〈f,en〉
||en||2 .

Y entonces f =
∑
n∈Γ

a[n]en =
∑
n∈Γ

〈f,en〉
||en||2 en.

Y si ||en|| = 1 entonces f =
∑
n∈Γ
〈f, en〉en

Tomando producto interno con una g ∈ H se tiene

〈f, g〉 =
∑
n∈Γ
〈f, en〉〈g, en〉∗ (Parseval)

Finalmente si g = f , se obtiene ||f ||2 =
∑
n∈Γ
|〈f, en〉|2 (Plancherel).

Que sucede si el conjunto no es ortogonal, o no es LI?
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Bases para espacios de Hilbert

Frames y Bases de Riesz

Supongamos que relajamos la ortogonalidad y la independencia lineal.

El conjunto Φ = {φn}n∈Γ es un Frame o Marco para el espacio H, si

existen constantes B ≥ A > 0 tales que, para ∀f ∈ H, se cumpla

A||f ||2 ≤ ∑
n∈Γ
|〈f, φn〉|2 ≤ B||f ||2

Si A = B el marco se llama ajustado.

Si las funciones φn son linealmente independientes (pero no

ortogonales), el Frame Φ no es redundante y se llama una Base de

Riesz.

Una base de Riesz con A = B = 1 es una base ortogonal!

Leandro Di Persia (sinc(i)-UNL-CONICET) Análisis multirresolución 20 de septiembre de 2021 13 / 34
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Bases para espacios de Hilbert

Resultados útiles para frames

Llamamos Φ al operador de proyeccion que calcula los coe�cientes,

a = Φf , el operador adjunto Φ∗ es el que genera la combinacion lineal

de los elementos del frame Φ∗a =
∑
n∈Γ

a[n]φn.

Sea el operador conjunto Φ∗Φ.

Los autovalores mínimo y máximo de Φ∗Φ dan las cotas A y B
respectivamente.

En un espacio de dimension �nita N , con un frame de tamaño P , las
cotas miden la redundancia: A ≤ P

N ≤ B.

Base ortogonal Base de Riesz Marco

Leandro Di Persia (sinc(i)-UNL-CONICET) Análisis multirresolución 20 de septiembre de 2021 14 / 34
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Bases para espacios de Hilbert

Pseudoinversa y frame dual

El operador Φ† = (Φ∗Φ)−1Φ∗ es la pseudoinversa o inversa de

Moore-Penrose.

Es el operador de reconstrucción f = Φ†a.

Dado el frame {φn}n∈Γ con cotas A y B, de�nimos el frame dual

{φ̃n}n∈ donde φ̃n = (Φ∗Φ)−1φn

Para este frame dual, el operador adjunto Φ̃∗ es la pseudoinversa Φ†.

De esta forma, f =
∑
n∈Γ
〈f, φn〉φ̃n =

∑
n∈Γ
〈f, φ̃n〉φn

Leandro Di Persia (sinc(i)-UNL-CONICET) Análisis multirresolución 20 de septiembre de 2021 15 / 34
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Si el frame es justo, A = B, y φ̃n = 1
Aφn, y f = 1

A

∑
n∈Γ
〈f, φn〉φn.

Si el frame es una base de Riesz (los φn son LI, no hay redundancia),

〈φp, φ̃n〉 = δ[p− n], es decir son familias biortogonales.

Sea f ∈ H y sea V un subespacio de H. Sean {φn}n∈Γ y {φ̃n}n∈Γ
frames biortogonales en V. Entonces la mejor proyección de f en V
está dada por PVf =

∑
n∈Γ
〈f, φn〉φ̃n.
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Bases para espacios de Hilbert

Frames invariantes a la traslación en frecuencia (Teorema 5.11)

Dado un conjunto {φn}n∈Γ , que genera un conjunto a partir de

desplazamientos {φu,n}n∈Γ,u∈R, y que permite descomponer con

Φf(u, n) = 〈f, φu,n(x)〉 = λu,nf ∗ φ̄n(u) con φ̄n(u) = φ∗n(−n).

Si existen constantes B ≥ A > 0 tales que A ≤ ∑
n∈Γ
|φ̂n(ω)|2 ≤ B

para casi todo ω,

Entonces {φu,n}n∈Γ,u∈R es un Frame con cotas A y B, para todo

f ∈ L2(R).

Además, cualquier {φ̃n}n∈Γ que satisfaga
∑
n∈Γ

φ̂∗n(ω)
̂̃
φn(ω) = 1 de�ne

una pseudoinversa f =
∑
n∈Γ

Φf(·, n) ∗ φ̃n(t)

El frame dual es
̂̃
φn(ω) = φ̂n(ω)∑

n∈Γ
|φ̂n(ω)|2
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Bases para espacios de Hilbert

Para Discretizacion 2

De�nimos como φn(t) = 1√
2j
ψ2j (t)

entonces la condición de frame es A ≤
+∞∑
j=−∞

|ψ̂(2jω)|2 ≤ B para

todo ω ∈ R− {0}.

De igual forma si ψ̃ satisface
+∞∑
j=−∞

ψ̂∗(2jω)
̂̃
ψ(2jω) = 1 para

ω ∈ R− {0}, es el frame dual que permite reconstrucción.

−2 0 2
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

Fig. 5.1. A Wavelet Tour of Signal Processing, 3rd ed. Scaled Fourier transforms |ψ̂(2jω)|2, for 1 6 j 6 5 and ω ∈ [−π, π].
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Outline

1 Introducción y motivación

2 Frames

3 Análisis multirresolución
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Espacios encajados

. . .. . .

V0

V−1

V−2

V1

V2
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Aproximacion Multirresolución

De�nición

Una secuencia {Vj}j∈Z de subespacios cerrados de L2(R) es una

aproximación multirresolución si se cumplen las siguientes propiedades:

1 ∀(j, k) ∈ Z2, f(t) ∈ Vj ⇔ f(t− 2jk) ∈ Vj

2 ∀j ∈ Z, Vj+1 ⊂ Vj

3 ∀j ∈ Z, f(t) ∈ Vj ⇔ f
(
t
2

)
∈ Vj+1

4 ĺım
j→+∞

Vj =
+∞⋂
j=−∞

Vj = {0}

5 ĺım
j→−∞

Vj = Closure

(
+∞⋃
j=−∞

Vj

)
= L2(R)

6 Existe θ tal que {θ(t− n)}n∈Z es una base de Riesz de V0.
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Función de escala

Teorema 7.1

Sea {Vj}j∈Z una aproximación multirresolución con {θ(t− n)} una
base de Riesz para V0.

Sea φ̂(ω) = θ̂(ω)(
∞∑

k=−∞
|θ̂(ω+2kπ)|2

)1/2 la transformada de Fourier de la

función de escala.

Llamemos φj,n(t) = 1√
2j
φ
(
t−n
2j

)
.

Entonces la familia {φj,n}n ∈ Z es una base ortonormal de Vj para

todo j ∈ Z.
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Aproximación

Proyección sobre Vj

El teorema anterior nos permitió encontrar una base para Vj .

Teniendo una base podemos proyectar la señal de interés en ese

espacio: PVjf =
∞∑

n=−∞
〈f, φj,n〉φj,n.

Los coe�cientes de aproximación discretos son a[n] = 〈f, φj,n〉
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Filtro Conjugado espejo

Ecuacion de escala

La segunda condición de multirresolución dice que Vj+1 ⊂ Vj

La tercera condición dice que si φ(t) ∈ Vj entonces φ
(
t
2

)
∈ Vj+1.

Por lo tanto φ
(
t
2

)
se puede expresar en la base para Vj :

1√
2
φ
(
t
2

)
=

∞∑
n=−∞

h[n]φ(t− n)

Tomando producto interno de ambos lados y usando la

ortonormalidad de la base, tenemos: h[n] = 〈 1√
2
φ
(
t
2

)
, φ(t− n)〉

Su transformada de Fourier cumple con

|ĥ(ω)|2 + |ĥ(ω + π)|2 = 2 ∀ω ∈ R y con ĥ(0) =
√

2

−3 −2 −1 0 1 2 3
0

0.5

1

1.5

2
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Funcion wavelet

Detalle

Hasta ahora sabemos cómo proyectar (aproximar) una función en

espacios de resolución decreciente Vj .

Sea Wj el complemento ortogonal de Vj de tal forma que

Vj−1 = Vj ⊕Wj .

Usando ésto se tiene PVj−1f = PVjf + PWjf

La proyección en Wj brinda el �detalle� que se perdió al realizar la

�aproximación� usando Vj .

Cómo encuentro una base para Wj que me permita calcular esa

proyección?
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Función Wavelet

Teorema 7.3

Sea una función de escala φ y h el correspondiente �ltro conjugado

espejo.

Sea ψ la función wavelet cuya transformada es ψ̂(ω) = 1√
2
ĝ
(
ω
2

)
φ̂
(
ω
2

)
Donde ĝ(ω) = e−iωĥ∗(ω + π)

Y sean ψj,n(t) = 1√
2j
ψ
(
t−2jn

2j

)
Entonces ψj,nn∈Z es una base ortonormal para Wj .

Notar que g[n] = (−1)n+1h[N − n]

Usando la base ortonormal φj,n podemos calcular los coe�cientes de

aproximación a cualquier escala j como aj [n] = 〈f, φj,n〉
Los detalles los da la base ortonormal ψj,n como dj [n] = 〈f, ψj,n〉.
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ĝ
(
ω
2

)
φ̂
(
ω
2

)
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Trasformada rápida ortogonal

Decomposición

Sea x̄[n] = x[−n]

aj+1[p] =
∞∑

n=−∞
h[n− 2p]aj [n] = aj ∗ h̄[2p]

dj+1[p] =
∞∑

n=−∞
g[n− 2p]aj [n] = aj ∗ ḡ[2p]

a0[n] ḡ

h̄ ḡ

h̄ ḡ

h̄

d1[n]

d2[n]

d3[n]

a3[n]
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Transformada rápida ortogonal

Reconstrucción

Sea x̌[n] la señal obtenida a partir de x[p] agregando ceros entre cada

muestra.

aj [p] =
∞∑

n=−∞
h[p− 2n]aj+1[n] +

∞∑
n=−∞

g[p− 2n]dj+1[n]

= ǎj+1 ∗ h[p] + ďj+1 ∗ g[p]

g

hg

hg

h

d3[n]

a3[n]

d2[n]

d1[n] a0[n]
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Algoritmo a trous (sin submuestreo)

Decomposición

Sea hj [n] el �ltro obtenido al agregar 2j − 1 ceros entre cada

muestra, y x̄[n] = x[−n]

Entonces aj+1[n] = aj ∗ h̄j [n]

y dj+1[n] = aj ∗ ḡj [n]

ḡ1
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a0[n] d1[n]
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Algoritmo a trous (sin submuestreo)

Reconstrucción

Con la misma de�nición de hj y x̄

aj [n] = 1
2 (aj+1 ∗ hj [n] + dj+1 ∗ gj [n])
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Cuadriculas tiempo-frecuencia
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