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Transformada wavelet continua

Transformada wavelet

W f f @)=y (%) dt

A

Transformada wavelet inversa
[ = f Nf(w)‘ dw < +00

@ Condicién de admisibilidad (Calderén?): Si Cy, =
0

+00 400
e Entonces: f(t) = C%p || Wiy, s)\[w( “) duds
0 —oo
00 +00 +00
o y ademas: [ \f(t)|2dtzc%p | J ]Wf(u,s)]Qdug—S
—00 0 —oo

.
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Funcién de escala

Representacién truncada
1 t—u

@ Se utiliza un atomo ¢, +(t) = %gb (=2)
@ El contenido de baja frecuencia se obtiene como

Lf(u, s0) = f f(t \ﬁgb*<_ )dt
o La reconstrucaon para esta forma es:

f(®) —c¢f fous)f¢*(_ ) duls+

— 7{0 L (u, 50) s (52 du

_l’_
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Diadica en escala, muestreada en tiempo

Discretizacion 2
e Se fija a = 2, las escalas son s = 2.

@ Esto asegura un cubrimiento completo del eje de frecuencias
@ Muy redundante en el tiempo

sinc(i)
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Grilla para discretizacion 2
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Diadica en escala, muestreo diddico en el tiempo

Discretizacion 3 - Muestreo critico

@ Se fija a = 2, las escalas son s = 27.
@ Esto asegura un cubrimiento completo del eje de frecuencias

@ Se submuestrea también en el tiempo u = nty2’

La ondita correspondiente es 1} ,(t) = \/271/1 <t ”t°2j>.

Este conjunto de onditas constituye una base ortogonall

sinc(i)
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Grilla para discretizacion 3

Frecuencia normalizada
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Bases para espacios de Hilbert

resolucidn

Espacio de Hilbert

Un espacio de Hilbert H es un espacio vectorial normado y con producto
interno (la norma es inducida por el producto interno).

Base ortogonal de un espacio de Hilbert

@ Sea E = {ey }ner un conjunto ortogonal de funciones en H, con I
un conjunto finito o infinito.

sinc(f)-
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Bases para espacios de Hilbert

resolucidn

Espacio de Hilbert

Un espacio de Hilbert H es un espacio vectorial normado y con producto
interno (la norma es inducida por el producto interno).

Base ortogonal de un espacio de Hilbert

@ Sea E = {ey }ner un conjunto ortogonal de funciones en H, con I
un conjunto finito o infinito.
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Bases para espacios de Hilbert

resolucidn

Espacio de Hilbert

Un espacio de Hilbert H es un espacio vectorial normado y con producto
interno (la norma es inducida por el producto interno).

Base ortogonal de un espacio de Hilbert

@ Sea E = {ey }ner un conjunto ortogonal de funciones en H, con I
un conjunto finito o infinito.

e Entonces (ey,e,) = 0 para n # p.

sinc(f)-
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Bases para espacios de Hilbert

resolucidn

Espacio de Hilbert

Un espacio de Hilbert H es un espacio vectorial normado y con producto
interno (la norma es inducida por el producto interno).

Base ortogonal de un espacio de Hilbert

@ Sea E = {ey }ner un conjunto ortogonal de funciones en H, con I
un conjunto finito o infinito.

e Entonces (ey,e,) = 0 para n # p.
@ Si existe la secuencia a[n] tal que || f — > a[n]e,|| = 0, para toda
nel’

f € H, entonces E es una base ortogonal para H.

sinc(f)-
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Bases para espacios de Hilbert

.
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SInc
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Frames
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Bases para espacios de Hilbert

ntroduccion

@ Y entonces f = Y alnje, = > lienllZén-
nel nel "

7

.
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Bases para espacios de Hilbert

@ Y entonces f = Y alnje, = > <f’e’|ﬁen.

llen]
nel’ nel’
@ Ysi|len|| =1 entonces f = > (f,en)en
nel’

7

.

SInc

Leandro Di Persia (sinc(:)-UNL-CONICET) Analisis multirresolucién 20 de septiembre de 2021



ntroduccion Frames Analisis multirresolucion
0e000000

Bases para espacios de Hilbert

~

f,en>

@ Y entonces f = > a[n]e, = > ez en:
nel nel "
@ Ysi|len|| =1 entonces f = > (f,en)en
nel’

@ Tomando producto interno con una g € H se tiene

(f:9) = 2 (f,en)(g,en)" (Parseval)

nel’

7

.
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Bases para espacios de Hilbert

Base ortogonal

o La ortogonalidad implica que a[n] = |<|];:|”|>

@ Y entonces f = Y alnje, = > ﬁ’;’eﬁge :
nel nel "

@ Ysi|len|| =1 entonces f = > (f,en)en

nel’
@ Tomando producto interno con una g € H se tiene

(f:9) = 2 (f,en)(g,en)" (Parseval)

nel’

e Finalmente si g = f, se obtiene ||f||> = > |{f, en)|?> (Plancherel).
nel’

7

.

SInc
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Bases para espacios de Hilbert

~

f,en>

llen]]2 €n-

@ Y entonces f = Y a[n]e, = >
nel nel’

Y si |len|| = 1 entonces f = > (f,en)en
nel’

Tomando producto interno con una g € H se tiene

(f:9) = 2 (f,en)(g,en)" (Parseval)

nel’
Finalmente si g = £, se obtiene ||f]||?> = 3 |(f,en)|? (Plancherel).
nel’

@ Que sucede si el conjunto no es ortogonal, o no es LI?

7

.

SInc
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Bases para espacios de Hilbert

Frames y Bases de Riesz

@ Supongamos que relajamos la ortogonalidad y la independencia lineal.

sinc(fh.
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Bases para espacios de Hilbert

Frames y Bases de Riesz

@ Supongamos que relajamos la ortogonalidad y la independencia lineal.

e El conjunto ® = {¢,, }ner es un Frame o Marco para el espacio H, si
existen constantes B > A > 0 tales que, para Vf € H, se cumpla

AllfIP < X I{f, én)? < BIIfII?
nel’

sinc(fh.
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Bases para espacios de Hilbert

ntroduccion

Frames y Bases de Riesz
@ Supongamos que relajamos la ortogonalidad y la independencia lineal.

e El conjunto ® = {¢,, }ner es un Frame o Marco para el espacio H, si
existen constantes B > A > 0 tales que, para Vf € H, se cumpla

AllfIP < X I{f, én)? < BIIfII?
nel’

@ Si A = B el marco se llama ajustado.

sinc(fh.
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Bases para espacios de Hilbert

Frames y Bases de Riesz
@ Supongamos que relajamos la ortogonalidad y la independencia lineal.
e El conjunto ® = {¢,, }ner es un Frame o Marco para el espacio H, si
existen constantes B > A > 0 tales que, para Vf € H, se cumpla

AllfIP < X I{f, én)? < BIIfII?
nel’

@ Si A = B el marco se llama ajustado.

@ Si las funciones ¢, son linealmente independientes (pero no
ortogonales), el Frame ® no es redundante y se llama una Base de

Riesz.

sinc(fh.

20 de septiembre de 2021 13 / 34

Leandro Di Persia (sinc(:)-UNL-CONICET) Analisis multirresolucién



ntroduccién Frames Analisis multirresoluci6n
00@00000

Bases para espacios de Hilbert

Frames y Bases de Riesz
@ Supongamos que relajamos la ortogonalidad y la independencia lineal.

e El conjunto ® = {¢,, }ner es un Frame o Marco para el espacio H, si
existen constantes B > A > 0 tales que, para Vf € H, se cumpla

AllfIP < X I{f, én)? < BIIfII?
nel’

@ Si A = B el marco se llama ajustado.

@ Si las funciones ¢, son linealmente independientes (pero no
ortogonales), el Frame ® no es redundante y se llama una Base de
Riesz.

@ Una base de Riesz con A = B =1 es una base ortogonal!

sinc(fh.
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Bases para espacios de Hilbert

Resultados atiles para frames

@ Llamamos @ al operador de proyeccion que calcula los coeficientes,

a = @f, el operador adjunto &* es el que genera la combinacion lineal

de los elementos del frame ¢*a = )" a[n|¢y.
nel’

>

Base ortogonal Base de Riesz

Leandro Di Persia (sinc(z)- -CONICET)
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Bases para espacios de Hilbert

Resultados atiles para frames

@ Llamamos @ al operador de proyeccion que calcula los coeficientes,
a = @f, el operador adjunto &* es el que genera la combinacion lineal

de los elementos del frame ¢*a = )" a[n|¢y.
nel’

@ Sea el operador conjunto ¢*®.
@ Los autovalores minimo y méximo de @*® dan las cotas Ay B
respectivamente.

>

>
»
sinc(i)
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Bases para espacios de Hilbert

Resultados atiles para frames
@ Llamamos @ al operador de proyeccion que calcula los coeficientes,
a = @f, el operador adjunto &* es el que genera la combinacion lineal

de los elementos del frame ¢*a = )" a[n|¢y.
nel’

@ Sea el operador conjunto ¢*®.

@ Los autovalores minimo y méximo de @*® dan las cotas Ay B
respectivamente.

@ En un espacio de dimension finita IV, con un frame de tamafio P, las
cotas miden la redundancia; A < % < B.

L

Base ortogonal Base de Riesz Marco

sinc(i)
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Bases para espacios de Hilbert

Pseudoinversa y frame dual

o El operador ¢ = (&*®)~1®* es la pseudoinversa o inversa de

Moore-Penrose.

A

sinc(i)
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Bases para espacios de Hilbert

Pseudoinversa y frame dual

o El operador ¢ = (&*®)~1®* es la pseudoinversa o inversa de
Moore-Penrose.
o Es el operador de reconstruccién f = &a.

A

sinc(i)
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Bases para espacios de Hilbert

Pseudoinversa y frame dual

o El operador ¢ = (&*®)~1®* es la pseudoinversa o inversa de
Moore-Penrose.

o Es el operador de reconstruccién f = &a.

e Dado el frame {¢, }ner con cotas A y B, definimos el frame dual

{bn}nec donde ¢, = (P*P) "1,

A

sinc(i)
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Bases para espacios de Hilbert

Pseudoinversa y frame dual

o El operador ¢ = (&*®)~1®* es la pseudoinversa o inversa de
Moore-Penrose.

o Es el operador de reconstruccién f = &a.

e Dado el frame {¢, }ner con cotas A y B, definimos el frame dual
{an}ne donde an = (@*gp)il@z

o Para este frame dual, el operador adjunto @* es la pseudoinversa &.

A

sinc(i)
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Bases para espacios de Hilbert

Pseudoinversa y frame dual

o El operador ¢ = (&*®)~1®* es la pseudoinversa o inversa de
Moore-Penrose.

Es el operador de reconstruccién f = &fa.

Dado el frame {¢,, }ner con cotas A y B, definimos el frame dual
{an}ne donde an = (@*gp)il@z

Para este frame dual, el operador adjunto &* es la pseudoinversa &1

De esta forma, f = 3. (f, ¢n)bn = 3 (f, dn)n

nel’ nel’

A

sinc(i)
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Bases para espacios de Hilbert

Pseudoinversa y frame dual

e El frame dual es un frame con cotas 1/B y 1/A.

sinc(i)
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Bases para espacios de Hilbert

Pseudoinversa y frame dual
e El frame dual es un frame con cotas 1/B y 1/A.
o Si el frame es justo, A = B,y ¢, = %(;Sn, y f= % SAfy On) .

nel’

sinc(i)
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Bases para espacios de Hilbert

Pseudoinversa y frame dual
e El frame dual es un frame con cotas 1/B y 1/A.
o Si el frame es justo, A= B, y b = %(;Sn, y f= % SAfy On) .

nel’
@ Si el frame es una base de Riesz (los ¢, son LI, no hay redundancia),

(¢ps Hn) = O[p — n], es decir son familias biortogonales.

sinc(i)
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Bases para espacios de Hilbert

Pseudoinversa y frame dual
o El frame dual es un frame con cotas 1/B y 1/A.

o Si el frame es justo, A = B,y ¢, = %(bn, yf= % > (f dn)Pn-
nel’

o Siel frame es una base de Riesz (los ¢, son LI, no hay redundancia),
(¢p, ¢n) = 0[p — n|, es decir son familias biortogonales.

@ Sea f € Hy sea V un subespacio de H. Sean {¢n }ner ¥ {&ntner
frames biortogonales en V. Entonces la mejor proyeccién de f en V

estd dada por Py f = > (f, ¢n>q~5n

nel’

sinc(i)
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Bases para espacios de Hilbert

Frames invariantes a la traslacién en frecuencia (Teorema 5.11)

e Dado un conjunto {¢, }ner, que genera un conjunto a partir de
desplazamientos {¢y n tnerucr. ¥ que permite descomponer con

O f(u, 1) = (f, dun(@)) = Aunf * dn(u) con ¢n(u) = ¢5(—n).

A\
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Bases para espacios de Hilbert

Frames invariantes a la traslacién en frecuencia (Teorema 5.11)

e Dado un conjunto {¢, }ner, que genera un conjunto a partir de
desplazamientos {¢y n tnerucr. ¥ que permite descomponer con
D f(u,n) = (f, bun(@)) = Aupnf * n(u) con ¢n(u) = ¢j(—n).

o Si existen constantes B > A > 0 tales que A < 3 |¢n(w)[> < B
nel’
para casi todo w,

e Entonces {¢yn}neruer es un Frame con cotas A y B, para todo

feL’®).

A\
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Bases para espacios de Hilbert

Frames invariantes a la traslacién en frecuencia (Teorema 5.11)

e Dado un conjunto {¢, }ner, que genera un conjunto a partir de
desplazamientos {¢y n tnerucr. ¥ que permite descomponer con
Of(u,n) = (f, Gun(®)) = Aunf * dn(w) con én(u) = ¢5,(—n).

o Si existen constantes B > A > 0 tales que A < 3 |¢n(w)[> < B
para casi todo w, et

e Entonces {¢yn}neruer es un Frame con cotas A y B, para todo

f € L3(R).
o Ademas, cualquier {¢, }ner que satisfaga > ¢* (w)@,,(w) = 1 define
nel’
una pseudoinversa f = S ®f(-,n) * o (t)

nel’

Leandro Di Persia (sinc(:)-UNL-CONICET) Analisis multirresolucién
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Bases para espacios de Hilbert

Frames invariantes a la traslacién en frecuencia (Teorema 5.11)
e Dado un conjunto {¢, }ner, que genera un conjunto a partir de
desplazamientos {¢y n tnerucr. ¥ que permite descomponer con
Of(u,n) = (f, bun(®)) = Aunf * ¢n(u) con ¢n(u) = ¢} (—n).

o Si existen constantes B > A > 0 tales que A < 3 |¢n(w)[> < B
nel’

para casi todo w,
e Entonces {¢yn}neruer es un Frame con cotas A y B, para todo
f € L2(R).

o Ademas, cualquier {¢, }ner que satisfaga > ¢* (w)@,,(w) = 1 define
nel’

una pseudoinversa f = S ®f(-,n) * o (t)
nel’

<

3

&
rLEry

o El frame dual es ;n(w) =

17 / 34
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Bases para espacios de Hilbert

Para Discretizacion 2

@ Definimos como ¢, (t) = \/%7@1121 (t)

sinc(i)
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Bases para espacios de Hilbert

@ Definimos como ¢, (t) = \/%7@1121 (t)

+o0o

e entonces la condicién de frame es A < S [4)(2/w)|? < B para
j=—o0
todo w € R — {0}.

sinc(i)
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Bases para espacios de Hilbert

Para Discretizacion 2

@ Definimos como ¢, (t) = \/%@Z)Qj (t)

+o0o

e entonces la condicién de frame es A < S [4)(2/w)|? < B para

j==o0

todo w € R — {0}.

~ +oo NS
@ De igual forma si ¢ satisface ) ¢*(2/w)y(27w) =1 para
j=—0o
w € R — {0}, es el frame dual que permite reconstruccion.

sinc(i)
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Bases para espacios de Hilbert

Para Discretizacion 2

@ Definimos como ¢, (t) = \/%@Z)Qj (t)

+o0o

e entonces la condicién de frame es A < S [4)(2/w)|? < B para

j==o0

todo w € R — {0}.

~ +oo NS
@ De igual forma si ¢ satisface ) ¢*(2/w)y(27w) =1 para
j=—0o
w € R — {0}, es el frame dual que permite reconstruccion.

sinc(i)
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© Analisis multirresolucién

[~

Nl
Q
=]
=
7

Analisis multirresolucién 20 de septiembre de 2021 19 / 34

Leandro Di Persia (sinc(z)-



Andlisis multirresolucién
©000000000000

Espacios encajados
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Aproximacion Multirresolucion

efinicién

Una secuencia {V} ez de subespacios cerrados de L*(RR) es una
aproximacién multirresolucién si se cumplen las siguientes propiedades:

1 —
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ntroduccién Frames
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Aproximacion Multirresolucion

Una secuencia {V} ez de subespacios cerrados de L*(RR) es una
aproximacién multirresolucién si se cumplen las siguientes propiedades:

Q V(j,k) €Z?, f(t)eV,; & f(t—2k) €V,

1 —
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Aproximacion Multirresolucion

Definicién
Una secuencia {V} ez de subespacios cerrados de L*(RR) es una
aproximacién multirresolucién si se cumplen las siguientes propiedades:

Q V(j,k) €Z?, f(t)eV,; & f(t—2k) €V,
Q VjeZ, Vj+1 C Vj

1 —
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Aproximacion Multirresolucion

Definicién
Una secuencia {V} ez de subespacios cerrados de L*(RR) es una
aproximacién multirresolucién si se cumplen las siguientes propiedades:

Q V(j,k) €Z?, f(t)eV,; & f(t—2k) €V,
Q VjeZ, Vj+1 C Vj
QVjicZ ft)eVjef(i)eV

1 —
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Aproximacion Multirresolucion

Una secuencia {V} ez de subespacios cerrados de L*(RR) es una
aproximacién multirresolucién si se cumplen las siguientes propiedades:

Q V(j,k) €Z?, f(t)eV,; & f(t—2k) €V,
Q VjeZ, Vj+1 C Vj
QVjicZ ft)eVjef(i)eV

“+00

]_)J’_OO j:—oo
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Aproximacion Multirresolucion

Una secuencia {V} ez de subespacios cerrados de L*(RR) es una
aproximacién multirresolucién si se cumplen las siguientes propiedades:
Q V(j,k) €Z?, f(t)eV,; & f(t—2k) €V,
QVieZ, V1 CV;
QVjicZ ft)eVjef(i)eV
+00

Q lm V;= 1 V,;={0}

Jj—+o0 ]:—oo

Jj——0o0 j=—00

Q@ lim V, —Closure< U V) =L%(R)

1 —
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Aproximacion Multirresolucion

Definicién
Una secuencia {V} ez de subespacios cerrados de L*(RR) es una
aproximacién multirresolucién si se cumplen las siguientes propiedades:

Q V(j,k) €Z?, f(t)eV,; & f(t—2k) €V,
Q VjeZ, Vj+1 C Vj
QVjicZ ft)eVjef(i)eV

+o0

Q lm V;= 1 V,;={0}

Jj—+o0 ]:—oo

]—)OO

“+00
Q@ lim V, —Closure<' U Vj> =L%(R)

O Existe 0 tal que {0(t — n)},cz es una base de Riesz de V.

1 —
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Funcién de escala

@ Sea {V,},cz una aproximacién multirresolucién con {6(t —n)} una
base de Riesz para V.

sinc(i)
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Funcién de escala

@ Sea {V,},cz una aproximacién multirresolucién con {6(t —n)} una
base de Riesz para V.

o Sea d(w) = 6(w) 7z la transformada de Fourier de la
> |é<w+2k7r>2>

k=—o0

funcién de escala.

sinc(i)
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Funcién de escala

@ Sea {V,},cz una aproximacién multirresolucién con {6(t —n)} una
base de Riesz para V.
o Sea d(w) = 6(w) 7z la transformada de Fourier de la

N |é(w+2k7r)2>

k=—o0

funcién de escala.

o Llamemos ¢;,(t) = \/%éﬁ (57)

sinc(i)
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Funcién de escala

@ Sea {V,},cz una aproximacién multirresolucién con {6(t —n)} una
base de Riesz para V.

o Sea d(w) = 6(w) 7z la transformada de Fourier de la
(kf |é(w+2k7r)2>

=—0C

funcién de escala.

o Llamemos ¢, ,(t) = \/%gb (52).

@ Entonces la familia {¢;}n € Z es una base ortonormal de V; para
todo j € Z.

sinc(i)
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Aproximacion

Proyeccién sobre V;

o El teorema anterior nos permitié encontrar una base para V.

sinc(i)
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Aproximacion

Proyeccién sobre V;

o El teorema anterior nos permitié encontrar una base para V.

@ Teniendo una base podemos proyectar la sefial de interés en ese
o0

espacio: Pv.f = > (f,9jn)®jn-

n=—oo

Leandro Di Persia (sinc(i

sinc(i)
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Aproximacion

Proyeccién sobre V;

o El teorema anterior nos permitié encontrar una base para V.

@ Teniendo una base podemos proyectar la sefial de interés en ese
o0

espacio: Pv.f = > (f,9jn)®jn-

n—=—oo

@ Los coeficientes de aproximacién discretos son a[n] = (f, ¢;n)

sinc(i)
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Filtro Conjugado espejo

Ecuacion de escala

o La segunda condicién de multirresolucién dice que V1 C V;
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Filtro Conjugado espejo

Ecuacion de escala

o La segunda condicién de multirresolucién dice que V1 C V;

o La tercera condicién dice que si ¢(t) € V; entonces ¢ (£) € V.
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Filtro Conjugado espejo

Ecuacion de escala
o La segunda condicién de multirresolucién dice que V1 C V;

o La tercera condicién dice que si ¢(t) € V; entonces ¢ (£) € V.

@ Por lo tanto ¢ (%) se puede expresar en la base para V;:

5o(H) = & hinlo(t—n)

sinc(i)
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Frames

Filtro Conjugado espejo

Ecuacion de escala

4

La segunda condicién de multirresolucién dice que V1 C V;
La tercera condicién dice que si ¢(t) € V; entonces ¢ (£) € V1.

Por lo tanto ¢ (%) se puede expresar en la base para V;:

5o(H) = & hinlo(t—n)

Tomando producto interno de ambos lados y usando la
ortonormalidad de la base, tenemos: h[n] = <%¢> (L), 0(t —n))

Leandro Di Persia (sinc(:)-UNL-CONICET) Analisis multirresolucién
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Filtro Conjugado espejo

Ecuacion de escala

4

La segunda condicién de multirresolucién dice que V1 C V;
La tercera condicién dice que si ¢(t) € V; entonces ¢ (£) € V1.

Por lo tanto ¢ (%) se puede expresar en la base para V;:

5o(H) = & hinlo(t—n)

Tomando producto interno de ambos lados y usando la
ortonormalidad de la base, tenemos: h[n] = <i2¢> (L), 0(t —n))

Su transformada de Fourier cumple con

€

Leandro Di Persia (sinc(z)-UNL-CONICET) Analisis multirresolucién

|hW)2+ |hw+ )2 =2 VYweRy con h(0) =2
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Funcion wavelet

Detalle

@ Hasta ahora sabemos cémo proyectar (aproximar) una funcién en
espacios de resolucién decreciente V.

sinc(i)
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Funcion wavelet

Detalle

@ Hasta ahora sabemos cémo proyectar (aproximar) una funcién en
espacios de resolucién decreciente V.

@ Sea W, el complemento ortogonal de V; de tal forma que
Vj,1 = Vj D Wj.

sinc(i)
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ntroduccion

Funcion wavelet

Detalle

@ Hasta ahora sabemos cémo proyectar (aproximar) una funcién en
espacios de resolucién decreciente V.

@ Sea W, el complemento ortogonal de V; de tal forma que
Vj,1 = Vj D Wj.

@ Usando ésto se tiene Py, | f = Py, f + Pw, f

sinc(i)
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ntroduccién Frames

Funcion wavelet

Detalle

@ Hasta ahora sabemos cémo proyectar (aproximar) una funcién en
espacios de resolucién decreciente V.

@ Sea W, el complemento ortogonal de V; de tal forma que
Vj,1 = Vj D Wj.

@ Usando ésto se tiene Py, | f = Py, f + Pw, f

@ La proyeccién en W brinda el “detalle” que se perdié al realizar la
“aproximacién” usando V.

sinc(i)

N
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ntroduccién Frames

Funcion wavelet

Detalle

@ Hasta ahora sabemos cémo proyectar (aproximar) una funcién en
espacios de resolucién decreciente V.

@ Sea W, el complemento ortogonal de V; de tal forma que
Vj,1 = Vj D Wj.

@ Usando ésto se tiene Py, | f = Py, f + Pw, f

@ La proyeccién en W brinda el “detalle” que se perdié al realizar la
“aproximacién” usando V.

e Cémo encuentro una base para W que me permita calcular esa
proyeccién?

sinc(i)
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ntroduccién

Funciéon Wavelet

Teorema 7.3
@ Sea una funcién de escala ¢ y h el correspondiente filtro conjugado

espejo.

7

STk
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Frames

ntroduccién

Funciéon Wavelet

Teorema 7.3
@ Sea una funcién de escala ¢ y h el correspondiente filtro conjugado

espejo.
o Sea ¢ la funcién wavelet cuya transformada es 9 (w) = %g

7

STk
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Frames

ntroduccién

Funciéon Wavelet

Teorema 7.3
@ Sea una funcién de escala ¢ y h el correspondiente filtro conjugado

espejo.
o Sea ¢ la funcién wavelet cuya transformada es 9 (w) = %g

e Donde §(w) = e ™h*(w + )

7

STk
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Frames

ntroduccién

Funciéon Wavelet

Teorema 7.3
@ Sea una funcién de escala ¢ y h el correspondiente filtro conjugado

espejo.
o Sea ¢ la funcién wavelet cuya transformada es 9 (w) = %g

e Donde §(w) = e ™h*(w + )
t72jn)

o Y sean v, (t) = \/%@Z) ( 57

7

STk
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Funciéon Wavelet

Teorema 7.3
@ Sea una funcién de escala ¢ y h el correspondiente filtro conjugado

espejo.
o Sea ¢ la funcién wavelet cuya transformada es 9 (w) = %g (£) ¢ (%)

e Donde §(w) = e ™h*(w + )
o Y sean v, (t) = \/%@Z) (t*;jj”)

e Entonces ;. ., €s una base ortonormal para W ;.

7

STk
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Funciéon Wavelet

Teorema 7.3

@ Sea una funcién de escala ¢ y h el correspondiente filtro conjugado
espejo.

Sea 1) la funcion wavelet cuya transformada es ¢ (w) = %g (£) ¢ (%)
Donde §(w) = e~ “h*(w + )

Y sean ¢, (t) = \/%@Z) (“22]-]”)

Entonces v, ., €s una base ortonormal para Wj.

Notar que g[n] = (—1)"*1A[N — n]

(]

7

STk
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Funciéon Wavelet

Teorema 7.3

@ Sea una funcién de escala ¢ y h el correspondiente filtro conjugado
espejo.
Sea 1) la funcion wavelet cuya transformada es ¢ (w) = %g (£) ¢ (%)

Donde §(w) = e~ “h*(w + )

Y sean 1, (t) = \/%gz) (t*22f”)

Entonces v, ., €s una base ortonormal para Wj.

Notar que g[n] = (—1)"*1A[N — n]

Usando la base ortonormal ¢; , podemos calcular los coeficientes de
aproximacion a cualquier escala j como a;[n] = (f, ¢;n)

e o

7

ST
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Funciéon Wavelet

Teorema 7.3

@ Sea una funcién de escala ¢ y h el correspondiente filtro conjugado
espejo.

Sea 1) la funcion wavelet cuya transformada es ¢ (w) = %g (£) ¢ (%)
Donde §(w) = e~ “h*(w + )

Y sean ¢, (t) = \/%@Z) (“22]-]”)

Entonces v, ., €s una base ortonormal para Wj.

Notar que g[n] = (—1)"*1A[N — n]

Usando la base ortonormal ¢; , podemos calcular los coeficientes de
aproximacion a cualquier escala j como a;[n] = (f, ¢;n)

(]

@ Los detalles los da la base ortonormal v, como d;[n| = (f,1jn).

ST
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Trasformada rapida ortogonal

Decomposicion

e Sea z[n] = x[—n]

J
aln] > g =y = din]
> h I g v = dan]
> h v g v = d3[n]
ot
. 2
>~ B = v > oan] z
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Trasformada rapida ortogonal

Decomposicion

e Sea z[n] = x[—n]

° ajiifp] = io: hln — 2plaj[n] = a; * h[2p]

n=—oo
o
alp] > g >y = diln]
~ h . g > v > dofn]
> }_L -y = g -y >d3[n]
S Z
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Trasformada rapida ortogonal

Decomposicion

e Sea z[n] = x[—n]

° ajiifp] = io: hln — 2plaj[n] = a; * h[2p]

o dll= 3 gln—2playln] = a » gl20
wil g 4= i
I i ROt
: g |4 )= b R
p 4 ) g
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Transformada rapida ortogonal

Reconstruccién

@ Sea Z[n] la sefial obtenida a partir de z[p| agregando ceros entre cada
muestra.
v
difn] =t = g~ = ao[n]
A
A

‘ =
bt

=
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Transformada rapida ortogonal

Reconstruccién

@ Sea Z[n] la sefial obtenida a partir de z[p| agregando ceros entre cada
muestra.
o0 00
o aj[pl = Y hlp—2nlajun]+ X glp— 2nldj(n]
n=-—00 n=-—00
v
dl[n] - 4 - g - ’(lo[n}
A
da[n) » * » ¢ - )
A
d3[n} - A - g > - 4 - h
§ 2
bt
agn] = * = A =

Leandro Di Persia (sinc(:)-UNL-CONICET) Analisis multirresolucién 20 de septiembre de 2021 28 / 34



Andlisis multirresolucién
0000000080000

Transformada rapida ortogonal

Reconstruccién

@ Sea Z[n] la sefial obtenida a partir de z[p| agregando ceros entre cada
muestra.

° ajlpl = 3 hlp—2nfajnln]+ 3 glp - 2n]dji[n]

s = Q41 % h[p] + dj1 * glp] )

a4 ) g wln)

i) {4 ) g )

it {4 ) g h
il (1

sinc(i)
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Algoritmo a trous (sin submuestreo)

Decomposicion
o Sea hj[n] el filtro obtenido al agregar 2/ — 1 ceros entre cada
muestra, y Z[n] = x[—n]

agp [n] > !71 > d1 [n]
- - G2 =ds[n]
- h - g3 = ds[n]

> ]’L3 > as [TL]

sinc(i)
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Algoritmo a trous (sin submuestreo)

Decomposicion

o Sea hj[n] el filtro obtenido al agregar 2/ — 1 ceros entre cada
muestra, y Z[n] = x[—n]

o Entonces aji1[n] = a; x hj[n]

agp [n] > !71 > d1 [n]
- - G2 =ds[n]
- h - g3 =ds[n]

sinc(i)
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Algoritmo a trous (sin submuestreo)

Decomposicion
o Sea hj[n] el filtro obtenido al agregar 2/ — 1 ceros entre cada
muestra, y Z[n] = xz[—n]
o Entonces aji1[n] = a; x hj[n]

o y djt1[n] = a; * gj[n]

ao[“}‘[ g1 > di[n]
Iy t Go [ dyn]
ha g3 [ dszn]

> ag[n]

5\
sinc(i)
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Algoritmo a trous (sin submuestreo)

Reconstruccion

@ Con la misma definicién de h; y @

diln] » g > - 1 »an]

) - e - -

as [’ﬂ] > hfg

sinc(i)
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Algoritmo a trous (sin submuestreo)

Reconstruccion

@ Con la misma definicién de h; y @

o a;[n] = 5 (aj1 * hy[n] + dj1 * gj[n))

diln] > & e a[n]

d2 [n] —> g2

[
v
=
=

ds[n] > g3

D=
v
g

ag[n]— hs

sinc(i)
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Cuadriculas tiempo-frecuencia

Dirac Fourier

sinc(i)

STFT (banda ancha) STFT (banda angosta)
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