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Introducción Transformada Wavelet continua Discretizaciones Familias de onditas Bibliografía

Motivación: señales que cambian en el tiempo

0 0.5 1 1.5 2
−1

−0.5

0

0.5

1
s 1[n

]

−40 −20 0 20 40

10

20

30

40

50

|S
1[k

]|

0 0.5 1 1.5 2
−1

−0.5

0

0.5

1

Tiempo [s]

s 2[n
]

−40 −20 0 20 40

10

20

30

40

50

Frecuencia [Hz]

|S
2[k

]|

Leandro Di Persia (sinc(i)-UNL-CONICET) Transformada Wavelet 14 de septiembre de 2023 4 / 32



s
i
nc

(
 )



i


Introducción Transformada Wavelet continua Discretizaciones Familias de onditas Bibliografía

Motivación: Repaso de STFT

Caso continuo

Ventana real simétrica g(t) = g(−t).
Átomo Tiempo-Frecuencia gu,ξ(t) = g(t− u)eiξt

Ecuación de análisis

Sf(u, ξ) = 〈f(t), gu,ξ(t)〉 =
∞∫
−∞

f(t)g∗u,ξ(t)dt =
∞∫
−∞

f(t)g(t−u)e−iξtdt

Espectrograma Pf(u, ζ) = |Sf(u, ζ)|2

Formula de reconstrucción f(t) = 1
2π

∞∫
−∞

∞∫
−∞

Sf(u, ξ)g(t− u)eiξudξdu

Muy redundante.

Resolución constante en todo el plano tiempo-frecuencia.
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Motivación: Repaso de STFT

Caso discreto

Ventana discreta simétrica g[n].

Átomo Tiempo-Frecuencia gm,l[n] = g[n−m]ei
2πln
N

Ecuación de análisis

Sf [m, l] = 〈f [n], gm,l[n]〉 =
N−1∑
n=0

f [n]g[n−m]e−i
2πln
N

Fórmula de reconstrucción (bajo ciertas condiciones para g y m)

f [n] = 1
N

N−1∑
m=0

N−1∑
l=0

Sf [m, l]g̃[n−m]ei
2πln
N

La redundancia puede hasta cierto ser controlada mediante
submuestreo.
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Motivación: STFT
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Introducción Transformada Wavelet continua Discretizaciones Familias de onditas Bibliografía

Wavelets

Condiciones

Función ψ(t) ∈ L2(R) tal que
∞∫
−∞

ψ(t)dt = 0

Centrada alrededor de t = 0

Norma unitaria ||ψ(t)||22 =
∞∫
−∞
|ψ(t)|2dt = 1

Propiedades útiles

Si f(t)
F↔ F (ω), entonces:

Escalado: f( ts)
F↔ |s|F (sω)

Traslación temporal: f(t− u)
F↔ e−iuωF (ω)

Leandro Di Persia (sinc(i)-UNL-CONICET) Transformada Wavelet 14 de septiembre de 2023 10 / 32
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Introducción Transformada Wavelet continua Discretizaciones Familias de onditas Bibliografía

Wavelets

Ejemplo: Mexican hat wavelet

Wavelet: ψ(t) = 2
π1/4
√

3σ

(
t2

σ2 − 1
)
e

−t2
2σ2

Transformada de fourier: Ψ(ω) = (−
√

8σ5/2π1/4)√
3

ω2e
−σ2ω2

2
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Introducción Transformada Wavelet continua Discretizaciones Familias de onditas Bibliografía

Átomo tiempo-escala

Dicionario tiempo escala

Se de�ne el átomo por traslación y escalado: ψu,s(t) = 1√
s
ψ
(
t−u
s

)
Su transformada resulta: Ψu,s(ω) =

√
se−iuωΨ(sω)

Se construye el diccionario tiempo-escala:

D =
{
ψu,s(t) = 1√

s
ψ
(
t−u
s

)}
u∈R,s∈R+

¾Como se modi�ca la morfología en tiempo y en frecuencia?

Leandro Di Persia (sinc(i)-UNL-CONICET) Transformada Wavelet 14 de septiembre de 2023 12 / 32
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Introducción Transformada Wavelet continua Discretizaciones Familias de onditas Bibliografía

Átomos tiempo-escala
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Introducción Transformada Wavelet continua Discretizaciones Familias de onditas Bibliografía

Transformada wavelet continua

Transformada wavelet

Wf(u, s) =
∞∫
−∞

f(t) 1√
s
ψ∗
(
t−u
s

)
dt

Ejemplo ECG...

Transformada wavelet inversa

Condición de admisibilidad (Calderóna): Si Cψ =
+∞∫
0

|Ψ(ω)|2
ω dω < +∞

Entonces: f(t) = 1
Cψ

+∞∫
0

+∞∫
−∞

Wf(u, s) 1√
s
ψ
(
t−u
s

)
duds

s2

y además:
∞∫
−∞
|f(t)|2dt = 1

Cψ

+∞∫
0

+∞∫
−∞
|Wf(u, s)|2duds

s2

a

ver Teorema 4.4 Mallat
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Introducción Transformada Wavelet continua Discretizaciones Familias de onditas Bibliografía

Resolución tiempo-frecuencia

Localización y dispersion de la wavelet

Localización temporal: t0 =
∞∫
−∞

t |ψ(t)|2
||ψ||2 dt

Localización frecuencial: ω0 =
∞∫
−∞

ω |Ψ(ω)|2
||Ψ||2 dω

Dispersión temporal: ∆t =

(
∞∫
−∞

(t− t0)2 |ψ(t)|2
||ψ||2 dt

) 1
2

Dispersión frecuencial: ∆ω =

(
∞∫
−∞

(ω − ω0)2 |Ψ(ω)|2
||Ψ||2 dω

) 1
2

Entonces la wavelet tiene un rectángulo de incerteza de lados ∆t y
∆ω, y área ∆t∆ω.
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Introducción Transformada Wavelet continua Discretizaciones Familias de onditas Bibliografía

Resolucion tiempo-frecuencia

Localizacion y dispersión del átomo

El átomo era ψu,s(t) = 1√
s
ψ
(
t−u
s

)
Si la wavelet tenia t0 = 0, el átomo está centrado en tiempo u

Por el escalado, su dispersión sera s∆t.

En el dominio frecuencial, por el teorema de escalado, estará
localizado en ω0

s .

La dispersión frecuencial será ∆ω
s .

De esta forma, el área del rectángulo de incerteza es
(s∆t)(

∆ω
s ) = ∆t∆ω.

A escalas bajas, poca dispersión temporal pero mayor dispersión
frecuencial.

A escalas altas, mucha dispersión temporal y poca frecuencial.
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Resolución tiempo-frecuencia
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Introducción Transformada Wavelet continua Discretizaciones Familias de onditas Bibliografía

Función de escala

Representacion truncada

Si se tiene la información de la transformada sólo hasta s = s0, se
pierde información de escalas mas grandes.

La información de bajas frecuencias no puede perderse.

Ésta se analiza con la función de escala φ(t) asociada a la ondita en
uso.
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0.6
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−5 0 5
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1

1.5

Φ(ω)
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Función de escala

Representación truncada

Se utiliza un átomo φu,s(t) = 1√
s
φ
(
t−u
s

)
El contenido de baja frecuencia se obtiene como

Lf(u, s0) =
∞∫
−∞

f(t) 1√
s0
φ∗
(
t−u
s0

)
dt

La reconstruccion para esta forma es:

f(t) = 1
Cφ

s0∫
0

∞∫
−∞

Wf(u, s) 1√
s
ψ∗
(
t−u
s

)
duds

s2
+

+ 1
Cφs0

∞∫
−∞

Lf(u, s0) 1√
s0
φ∗
(
t−u
s0

)
du

Leandro Di Persia (sinc(i)-UNL-CONICET) Transformada Wavelet 14 de septiembre de 2023 19 / 32



s
i
nc

(
 )



i


Introducción Transformada Wavelet continua Discretizaciones Familias de onditas Bibliografía

Función de escala

Representación truncada

Se utiliza un átomo φu,s(t) = 1√
s
φ
(
t−u
s

)
El contenido de baja frecuencia se obtiene como

Lf(u, s0) =
∞∫
−∞

f(t) 1√
s0
φ∗
(
t−u
s0

)
dt

La reconstruccion para esta forma es:

f(t) = 1
Cφ

s0∫
0

∞∫
−∞

Wf(u, s) 1√
s
ψ∗
(
t−u
s

)
duds

s2
+

+ 1
Cφs0

∞∫
−∞

Lf(u, s0) 1√
s0
φ∗
(
t−u
s0

)
du

Leandro Di Persia (sinc(i)-UNL-CONICET) Transformada Wavelet 14 de septiembre de 2023 19 / 32



s
i
nc

(
 )



i


Introducción Transformada Wavelet continua Discretizaciones Familias de onditas Bibliografía

Función de escala

Representación truncada

Se utiliza un átomo φu,s(t) = 1√
s
φ
(
t−u
s

)
El contenido de baja frecuencia se obtiene como

Lf(u, s0) =
∞∫
−∞

f(t) 1√
s0
φ∗
(
t−u
s0

)
dt

La reconstruccion para esta forma es:

f(t) = 1
Cφ

s0∫
0

∞∫
−∞

Wf(u, s) 1√
s
ψ∗
(
t−u
s

)
duds

s2
+

+ 1
Cφs0

∞∫
−∞

Lf(u, s0) 1√
s0
φ∗
(
t−u
s0

)
du

Leandro Di Persia (sinc(i)-UNL-CONICET) Transformada Wavelet 14 de septiembre de 2023 19 / 32



s
i
nc

(
 )



i


Introducción Transformada Wavelet continua Discretizaciones Familias de onditas Bibliografía

Outline

1 Introducción y motivación

2 Transformada Wavelet continua

3 Discretizaciones

4 Familias de onditas

Leandro Di Persia (sinc(i)-UNL-CONICET) Transformada Wavelet 14 de septiembre de 2023 20 / 32



s
i
nc

(
 )



i


Introducción Transformada Wavelet continua Discretizaciones Familias de onditas Bibliografía

Arbitraria en escala, muestreada en tiempo

Discretizacion 1

Se puede evaluar para escalas arbitrarias pero con señales
muestreadas en el tiempo.

Para señales de longitud N se requieren wavelets de soporte
compacto (o truncarlas).

Sea una wavelet ψ(t) con soporte en [−K/2,K/2].

El máximo escalado es N/K.

Se suele usar s = aj con 1 ≤ aj ≤ N/K.

Se de�ne ψj [n] = 1√
aj
ψ
(
n
aj

)
Entonces la transformada es

Wf [n, aj ] =
N−1∑
n=0

f [m]ψ∗[m− n] = f ~ ψ̄j [n]

Donde ψ̄j [n] = ψ∗j [−n]
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Arbitraria en escala, muestreada en tiempo

Discretizacion 1

Se puede evaluar para escalas arbitrarias pero con señales
muestreadas en el tiempo.

Para señales de longitud N se requieren wavelets de soporte
compacto (o truncarlas).

Sea una wavelet ψ(t) con soporte en [−K/2,K/2].

El máximo escalado es N/K.

Se suele usar s = aj con 1 ≤ aj ≤ N/K.
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Diádica en escala, muestreada en tiempo

Discretizacion 2

Se �ja a = 2, las escalas son s = 2j .

Esto asegura un cubrimiento completo del eje de frecuencias

Muy redundante en el tiempo

−2 0 2
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

Fig. 5.1. A Wavelet Tour of Signal Processing, 3rd ed. Scaled Fourier transforms |ψ̂(2jω)|2, for 1 6 j 6 5 and ω ∈ [−π, π].
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Grilla para discretizacion 2
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Diádica en escala, muestreo diádico en el tiempo

Discretizacion 3 - Muestreo crítico

Se �ja a = 2, las escalas son s = 2j .

Esto asegura un cubrimiento completo del eje de frecuencias

Se submuestrea también en el tiempo u = nu02j

La ondita correspondiente es ψj,n(t) = 1√
2j
ψ
(
t−nt02j

2j

)
.

Este conjunto de onditas constituye una base ortogonal!
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Grilla para discretizacion 3
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Outline

1 Introducción y motivación

2 Transformada Wavelet continua

3 Discretizaciones

4 Familias de onditas
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Propiedades de las onditas

Momentos nulos

Una wavelet tiene p momentos nulos si
∞∫
−∞

tkψ(t)dt = 0 para

0 ≤ k < p.

Signi�ca que las las wavelets son ortogonales a polinomios de orden
hasta p− 1 (es decir, a cosas suaves).

Soporte

El soporte es el rango de la variable independiente para el cual una
función tiene valores distintos de cero.

Soporte compacto implica que este rango es un intevalo cerrado �nito.

Esta propiedad es necesaria para trabajar con señales �nitas.
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Ejemplos de onditas
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Aplicaciones

Denoising

Compresión

Análisis multirresolución

Fractales

Deteccion de singularidades

Modelizacion de texturas

etc.
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Ejemplos
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