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Motivacion: sefiales que cambian en el tiempo
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Introduccién Transformad et continua
0®000

Motivacion: Repaso de STFT

Caso continuo

@ Ventana real simétrica g(t) = g(—t)
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Introduccién Transforma ontinu
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Motivacion: Repaso de STFT

imétri = g(—t).

@ Ventana real simétrica g(t)
o Atomo Tiempo-Frecuencia g, ¢(t) = g(t — u)e'!

@ Ecuacién de analisis

Sf(u,&) = (f(t), gue(t) f f(t)g; (1)

f ft) e~ tdt
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Introduccién Transformad et continua
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Motivacion: Repaso de STFT

Caso continuo

@ Ventana real simétrica g(t) = g(—t).
o Atomo Tiempo-Frecuencia g, ¢(t) = g(t — u)e'!
@ Ecuacién de anlisis

S1.) = (F0.9ue) = [ FOaeOdt = | FOa(t—we

e Espectrograma Pf(u,¢) = |Sf(u,)|?
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Introduccién Transformad et continua
0®000

Motivacion: Repaso de STFT

Caso continuo

@ Ventana real simétrica g(t) = g(—t).
o Atomo Tiempo-Frecuencia g, ¢(t) = g(t — u)e'!
@ Ecuacién de anlisis
Sf(u,&) = (f(t), que(t f Ft)gh (1) f f(t) e %ldt
e Espectrograma Pf(u,¢) = |Sf(u,)|?
oo o0
o Formula de reconstruccién f(t) = 5~ [ f Sf(u,&)g(t —u)edédu
@ Muy redundante.
¢
=
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Introduccién Transforma et continua
0®000

Motivacion: Repaso de STFT

Caso continuo

@ Ventana real simétrica g(t) = g(—t).
o Atomo Tiempo-Frecuencia g, ¢(t) = g(t — u)e'!

@ Ecuacién de analisis

Sf(u, &) = (f(t), gue(t f f()g¢(®) f f(t) e~ "tdt
e Espectrograma Pf(u,¢) = |Sf(u,)|?
@ Formula de reconstruccién f(t) 217T T T Sf(u,&)g(t —u)edédu
@ Muy redundante. o

Resolucién constante en todo el plano tiempo-frecuencia.

SINCley
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Motivacion: Repaso de STFT

Caso discreto
n

@ Ventana discreta simétrica g[n].

sinc(dy
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Motivacion: Repaso de STFT

Caso discreto
n

@ Ventana discreta simétrica g[n].

- 2min
N

o Atomo Tiempo-Frecuencia g,,[n] = g[n — m]e’

sinc(dy
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Introduccién Transformada Wavelet
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Motivacion: Repaso de STFT

@ Ventana discreta simétrica g[n].

- 2min

o Atomo Tiempo-Frecuencia g,,,[n] = g[n — m]e"™~

@ Ecuacién de anilisis o
Sflm. 1 = (Sl gmali) = T flnlgln — mle™ %

sinc(dy
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Introduccién Transformad selet continua
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Motivacion: Repaso de STFT

@ Ventana discreta simétrica g[n].
- 2min

o Atomo Tiempo-Frecuencia g,,,[n] = g[n — m]e"™~

o Ecuacién de analisis

- 27ln

N-1
Sflm, 1) = {fll gmalnl) = 2 flnlgln —mle™"w

e Férmula de reconstruccién (bajo ciertas condiciones para g y m)
N—1N-1 .
flnl =4 X 5 Sflm,Ugln —mle' ™

m=0 [=0
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Introduccién Transforma et continua
00800

Motivacion: Repaso de STFT

@ Ventana discreta simétrica g[n].

- 2min

o Atomo Tiempo-Frecuencia g,,,[n] = g[n — m]e"™~

o Ecuacién de analisis

2min

N-1 .
Sflm, 1) = {fll gmalnl) = 2 flnlgln —mle™"w

e Férmula de reconstruccién (bajo ciertas condiciones para g y m)
N—1N-1

1 - - 27ln
finl=x > > Sflm,lgln —mle"~
m=0 [=0
@ La redundancia puede hasta cierto ser controlada mediante
submuestreo.

sinc(dy
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Motivacién: STFT
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Transformada Wavelet continua
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Wavelets

Condiciones

o Funcién %(¢) € L2(R) tal que [ w(t)dt =0
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Wavelets

Condiciones

o Funcién %(¢) € L2(R) tal que [ w(t)dt =0

o Centrada alrededor de t =0
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Wavelets

Condiciones

o Funcién %(¢) € L2(R) tal que [ w(t)dt =0

o Centrada alrededor de t =0
o Norma unitaria |[¢(t)]|3 = [ [¢(t)]?dt =1
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Transformada Wavelet continua

ntroduccion
@®000000000

Wavelets

Condiciones

e Funcién ¢ (t) € L2(R) tal que 70 P(t)dt =0

o Centrada alrededor de t =0
o Norma unitaria |[¢(t)]|3 = [ [¢(t)]?dt =1

Propiedades dtiles

e Si f(¢) & F(w), entonces:
o Escalado: f(%) Z |s| F'(sw)

@ Traslacién temporal: f(t — u) & e~ F(w)

.

] —
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Transformada Wavelet continua
0®00000000

Wavelets

Ejemplo: Mexican hat wavelet

o Wavelet: ¥(t) = ﬁ ((’% — 1) ez?

e Transformada de fourier: ¥(w) = VB2 2022

\/g e
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tro Transformada Wavelet continua
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Atomo tiempo-escala

Dicionario tiempo escala

o Se define el atomo por traslacién y escalado: 9, 5(t) = \/igw (=)

S

sinc(i)
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tro Transformada Wavelet continua
0080000000

Atomo tiempo-escala

Dicionario tiempo escala

o Se define el atomo por traslacién y escalado: 9, 5(t) = \/igw (=Y)

o Su transformada resulta: U, ((w) = \/se ¥ (sw)

sinc(i)
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trod Transformada Wavelet continua
0080000000

Atomo tiempo-escala

Dicionario tiempo escala

o Se define el atomo por traslacién y escalado: 9, 5(t) = \/ng (=Y)

o Su transformada resulta: U, ((w) = \/se ¥ (sw)

@ Se construye el diccionario tiempo-escala:

D = {4u(t) = L (54)}

u€ER,seRT

sinc(i)
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trod Transformada Wavelet continua
0080000000

Atomo tiempo-escala

Dicionario tiempo escala

o Se define el atomo por traslacién y escalado: 9, 5(t) = \/ng (=Y)
o Su transformada resulta: U, ((w) = \/se ¥ (sw)

@ Se construye el diccionario tiempo-escala:
D= { t) = Lo (t=u }
wu,s( ) \/gl/)( § ) u€R, seR+

e ;Como se modifica la morfologia en tiempo y en frecuencia?

sinc(i)
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Transformada Wavelet continua
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Atomos tiempo-escala

W0
15 T T T
s=1,u=0
U s=3,u=3 J
s=0.5,u=1
051 T
0 —
— —
-051- 7
-1 Il Il Il Il Il Il Il L L
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
v, (Ol

sinc(i)

10

Leandro Di inc(i Transformada Wavelet 14 de septiembre de 2023



Transformada Wavelet continua
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Transformada wavelet continua

Transformada wavelet

W s) = ] F0)0r (52) de

w7
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Transformada Wavelet continua
0000800000

Transformada wavelet continua

Transformada wavelet
W f(u,s) f f(t) (t—“) dt
Ejemplo ECG...

w7
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Transformada Wavelet continua

de onditas
D0O000@00000

Tra nsformada wavelet continua

Transformada wavelet
W) = T 105w (5
Ejemplo ECG...

Transformada wavelet inversa

@ Condicién de admisibilidad (Calderén?): Si Cy, = f I\I'(w)‘ dw < 400
0

A

dver Teorema 4.4 Mallat
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de onditas

Transformada Wavelet continua

Introduccion
O D0O000@00000

Tra nsformada wavelet continua

Transformada wavelet

Wf(u,s) = ff (t—“)dt

A

Ejemplo ECG...
Transformada wavelet inversa
@ Condicién de admisibilidad (Calderén?): Si Cy, = f I\I'(w)‘ dw < 400
0

1 oo tee 1 t—u ds
& T T Wrts) g (52) duk

e Entonces: f(t) = o
0

dver Teorema 4.4 Mallat
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Transformada Wavelet continua E de onditas
00000000000 8

Transformada wavelet continua

Transformada wavelet
W f(u,s) f f(t) (t—) dt
Ejemplo ECG...

Transformada wavelet inversa

@ Condicién de admisibilidad (Calderén?): Si Cy, = f I\I'(w)‘ dw < 400

A

0
e Entonces: f(t) = C%p JTO Jifoon(u, s) \/»¢ (= )duds
0 —oo

00 +00 +00
o y ademas: [ |f(t)|?dt = C%p [ [ W f(u, s)]Qdug—‘;
—00 0 —oo

dver Teorema 4.4 Mallat
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ntroducci6r Transformada Wavelet continua
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Resolucién tiempo-frecuencia

A\

Sha
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ntroduccién Transformada Wavelet continua Discretizaciones Familias de onditas
0000080000

Resolucién tiempo-frecuencia

Y@L g0

oo
o Localizacién frecuencial: wo = [ W
—0o0

Sk
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ntroduccién Transformada Wavelet continua Discretizaciones Familias de onditas
0000080000

Resolucién tiempo-frecuencia

oo
o Localizacién frecuencial: wo = [ w%dw
—0o0
1
0o N 2
o Dispersién temporal: Ay = | [ (¢t — t0)2%dt
—00

Sk
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ntroduccién Transformada Wavelet continua Discretizaciones Familias de onditas
0000080000

Resolucién tiempo-frecuencia

Localizacién y dispersion de la wavelet

@ Localizacién temporal: tg = f tlﬁ’(tl)‘g dt

o Localizacién frecuencial: wy = f w‘ﬁfp“l’ffdw
—o0o
N 1
o Dispersién temporal: Ay = | [ (t—t )2|\¢|)1(bl)|‘ dt
—00
1
o0 2 2
o Dispersién frecuencial: A, = | [ (w— wo)Q‘ﬁ\(y‘Tﬁg‘ dw
—o0
%
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de onditas

Transformada Wavelet continua
500000@0000

Resoluaon tiempo-frecuencia

Localizacién y dispersion de la wavelet
(1) dt

o Localizacién temporal: ¢ty = f thee

. . U(w)|?
@ Localizacién frecuencial: wy = f w‘H\(I,“l)l)Q‘ dw
—0o0

T 2 v
J (& = to)* - dt

@ Dispersién temporal: A; =
—0o0

o0 w 2
f (w— wo)Q‘\ﬁ\(y )2‘ dw

@ Dispersién frecuencial: A, =

o Entonces la wavelet tiene un rectangulo de incerteza de lados A; y

Ay, y area AA,

Transformada Wavelet 14 de septiembre de 2023
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ntroducci6r Transformada Wavelet continua
0000008000

Resolucion tiempo-frecuencia

Localizacion y dispersién del atomo

o El atomo era ¢, 5(t) = ﬁw (%)

7
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Discretizaciones Familias de onditas

ntroduccién Transformada Wavelet continua
0000008000

Resolucion tiempo-frecuencia

Localizacion y dispersién del atomo

o El atomo era ¢, 5(t) = %1/} (=4)
@ Si la wavelet tenia tg = 0, el atomo esta centrado en tiempo u

7
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Discretizaciones Familias de onditas

ntroduccién Transformada Wavelet continua
0000008000

Resolucion tiempo-frecuencia

Localizacion y dispersién del atomo

o El atomo era ¢, 5(t) = %1/} (=4)
@ Si la wavelet tenia tg = 0, el atomo esta centrado en tiempo u

@ Por el escalado, su dispersidn sera sA;.

7
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Introduccién Transformada Wavelet continua
8 00000008000

Resolucion tiempo-frecuencia

Localizacion y dispersién del atomo

El atomo era ¢, 5(t) = %1/} (%)
Si la wavelet tenia tg = 0, el atomo esta centrado en tiempo u

Por el escalado, su dispersién sera sA;.

@ En el dominio frecuencial, por el teorema de escalado, estara
localizado en £2
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Introduccién Transformada Wavelet continua
8 00000008000

Resolucion tiempo-frecuencia

Localizacion y dispersién del atomo

El atomo era ¢, 5(t) = %1/} (%)
Si la wavelet tenia tg = 0, el atomo esta centrado en tiempo u

Por el escalado, su dispersién sera sA;.

@ En el dominio frecuencial, por el teorema de escalado, estara
localizado en £2

Aw
P

La dispersién frecuencial sera
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Introduccién Transformada Wavelet continua
8 00000008000

Resolucion tiempo-frecuencia

Localizacion y dispersién del atomo

El atomo era ¢, 5(t) = %1/} (%)
Si la wavelet tenia tg = 0, el atomo esta centrado en tiempo u

Por el escalado, su dispersién sera sA;.

@ En el dominio frecuencial, por el teorema de escalado, estara

localizado en %2
@ La dispersién frecuencial sera %.
@ De esta forma, el area del rectangulo de incerteza es

(s80)(52) = ArA,.
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Introduccién Transformada Wavelet continua
8 00000008000

Resolucion tiempo-frecuencia

o El atomo era ¢, 5(t) = %1/} (=4)

@ Si la wavelet tenia tg = 0, el atomo esta centrado en tiempo u
@ Por el escalado, su dispersidn sera sA;.

@ En el dominio frecuencial, por el teorema de escalado, estara

localizado en “0

Aw

o La dispersion frecuencial sera =«.

@ De esta forma, el area del rectangulo de incerteza es
(sA)(22) = AA,.

@ A escalas bajas, poca dispersién temporal pero mayor dispersion
frecuencial.
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Introduccién Transformada Wavelet continua
8 00000008000

Resolucion tiempo-frecuencia

o El atomo era ¢, 5(t) = %1/} (=4)

@ Si la wavelet tenia tg = 0, el atomo esta centrado en tiempo u
@ Por el escalado, su dispersidn sera sA;.

@ En el dominio frecuencial, por el teorema de escalado, estara

localizado en “0

Aw

o La dispersion frecuencial sera =«.

@ De esta forma, el area del rectangulo de incerteza es
(sAr)(82) = AdA,.

@ A escalas bajas, poca dispersién temporal pero mayor dispersion
frecuencial.

@ A escalas altas, mucha dispersién temporal y poca frecuencial.
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Transformada Wavelet continua
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Resolucién tiempo-frecuencia
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Transformada Wavelet continua
0000000080

Funcién de escala

epresentacion truncada
@ Si se tiene la informacién de la transformada sélo hasta s = s, se
pierde informacién de escalas mas grandes.

2] @)
0.8 15
0.6 1
0.4
0.5
0.2
./-\
k1
0 0 =
—
w
-5 0 5 -5 0 5
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Transformada Wavelet continua
0000000080

Funcién de escala

epresentacion truncada

@ Si se tiene la informacién de la transformada sélo hasta s = s, se
pierde informacién de escalas mas grandes.

@ La informacién de bajas frecuencias no puede perderse.

2] @)
0.8 15
0.6 1
0.4
0.5
0.2
./-\
k1
0 0 =
—
w
-5 0 5 -5 0 5
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trod Transformada Wavelet continua
0000000080

Funcién de escala

resentacion truncada
@ Si se tiene la informacién de la transformada sélo hasta s = s, se
pierde informacién de escalas mas grandes.

@ La informacién de bajas frecuencias no puede perderse.

o Esta se analiza con la funcién de escala ¢(t) asociada a la ondita en

uso. y
o) ()
0.8 15
0.6 1
0.4
0.5
0.2
—~
51
0 0 =
—
7
-5 0 5 -5 0 5
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Transformada Wavelet continua
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Funcién de escala

sinc(i)
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Transformada Wavelet continua
0000000008

Funcién de escala

Representacién truncada
1 t—u

@ Se utiliza un atomo ¢, +(t) = %gb (=2)
@ El contenido de baja frecuencia se obtiene como

Lf(u, s0) = ff \ﬁgb*<_)dt

sinc(i)
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Transformada Wavelet continua
0000000008

Funcién de escala

Representacién truncada
1 t—u

@ Se utiliza un atomo ¢, +(t) = %gb (=2)
@ El contenido de baja frecuencia se obtiene como

Lf(u, s0) = f f(t \ﬁgb*<_ )dt
o La reconstrucaon para esta forma es:

f(®) —c¢f fous)f¢*(_ ) duls+

o ()

+C(:80 7\£O Lf(“? SO)

14 de septiembre de 2023
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© Discretizaciones
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Introduccién ran let continua Discretizaciones
0®0000

Arbitraria en escala, muestreada en tiempo

Discretizacion 1

@ Se puede evaluar para escalas arbitrarias pero con sefiales
muestreadas en el tiempo.

A\
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Introduccién ran let continua Discretizaciones
0®0000

Arbitraria en escala, muestreada en tiempo

Discretizacion 1

@ Se puede evaluar para escalas arbitrarias pero con sefiales
muestreadas en el tiempo.

o Para sefiales de longitud IV se requieren wavelets de soporte
compacto (o truncarlas).
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et continua Discretizaciones E e onditas
0®0000 8

Arbitraria en escala, muestreada en tiempo

Discretizacion 1

@ Se puede evaluar para escalas arbitrarias pero con sefiales
muestreadas en el tiempo.

Para sefiales de longitud IV se requieren wavelets de soporte
compacto (o truncarlas).

Sea una wavelet ¢(t) con soporte en [—K/2, K/2].
El maximo escalado es N/K.
Se suele usar s =a’ con 1 < a/ < N/K.

Se define ;[n] = \/%1/; (Z)

e 6 o6 o
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elet continua Discretizaciones a de onditas
0®0000

Arbitraria en escala, muestreada en tiempo

Discretizacion 1

@ Se puede evaluar para escalas arbitrarias pero con sefiales
muestreadas en el tiempo.

o Para sefiales de longitud IV se requieren wavelets de soporte
compacto (o truncarlas).

Sea una wavelet ¢(t) con soporte en [—K/2, K/2].
El maximo escalado es N/K.

Se suele usar s =a’ con 1 < a/ < N/K.

Se define ¥;[n] = ﬁd) (Z)

Entonces la transformada es

. N-1 _
W f[n,a’] = ngo flm[y*[m —n] = f ® ¢;[n]
o Donde ¢;[n] = Yi[—n]

e 6 o6 o
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Discretizaciones
0®000

Diadica en escala, muestreada en tiempo

Discretizacion 2
e Se fija a = 2, las escalas son s = 2.

@ Esto asegura un cubrimiento completo del eje de frecuencias
@ Muy redundante en el tiempo

sinc(i)
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Discretizaciones
00800

Grilla para discretizacion 2

Frecuencia normalizada
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Discretizaciones milia
00000

Diadica en escala, muestreo diddico en el tiempo

trod Transformada W

Discretizacion 3 - Muestreo critico

@ Se fija a = 2, las escalas son s = 27.
@ Esto asegura un cubrimiento completo del eje de frecuencias

@ Se submuestrea también en el tiempo u = nup2’

La ondita correspondiente es 1} ,(t) = \/271/1 <t ”t°2j>.

Este conjunto de onditas constituye una base ortogonall

sinc(i)
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Discretizaciones
0000@

Grilla para discretizacion 3
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Familias de onditas
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Outline

@ Familias de onditas
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Familias de onditas
0@000

Introduccion let continua

Propiedades de las onditas

Momentos nulos

[e.e]

o Una wavelet tiene p momentos nulos si [ t*4)(¢)dt = 0 para
—0o

0<k<np.
@ Significa que las las wavelets son ortogonales a polinomios de orden
hasta p — 1 (es decir, a cosas suaves).

\.

Soporte
@ El soporte es el rango de la variable independiente para el cual una
funcién tiene valores distintos de cero.

@ Soporte compacto implica que este rango es un intevalo cerrado finito.

o Esta propiedad es necesaria para trabajar con sefales finitas.

1 —
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Familias de onditas
0@000

Introduccion let continua

Propiedades de las onditas

Momentos nulos

[e.e]

o Una wavelet tiene p momentos nulos si [ t*4)(¢)dt = 0 para
—0o

0<k<np.
@ Significa que las las wavelets son ortogonales a polinomios de orden
hasta p — 1 (es decir, a cosas suaves).

\.

Soporte
@ El soporte es el rango de la variable independiente para el cual una
funcién tiene valores distintos de cero.

@ Soporte compacto implica que este rango es un intevalo cerrado finito.

o Esta propiedad es necesaria para trabajar con sefales finitas.
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Ejemplos de onditas

Meyer

Familias de onditas
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Familias de onditas
0000

Aplicaciones

Denoising

Compresién

Analisis multirresolucion
Fractales

Deteccion de singularidades
Modelizacion de texturas

etc.

sinc(i)
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