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Teoria de Marcos

Las transformadas:
* discreta de Fourier por ventanas,
« ondita discreta,

generan representaciones de la sefal que
no son invariantes en tiempo.

T. Ondita diadica (muestreando solo el parametro de escala
de una CWT)

* mantiene T1.

* Algoritmo de banco de filtros permite calcular la Fast
dyadic Wavelet transform.

15/05/2009 APAS'2009-Clase 5

Teoria de Marcos

R. Duffin y A.C.Schaeffer, A class of nonharmonic
Fourier Series,Trans. Amer. Math. Soc. 1952.

f: sefal de banda limitada, muestreada a intervalos
irregularmente espaciados {1(,)},.. »

Analiza:
La completitud,
La estabilidad,
La redundancia,

de representaciones lineales de sefales discretas.
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‘ Elementos de algebra lineal

« A esuna matriz pxp, tiene p autovalores
-  A=PAP’, A matriz diagonal.

=«  T(v)=A.v Transformacion lineal

15/05/2009 APAS'2009-Clase 5

Equivalencia entre estructuras

Estructura del Factorizacion de A

Auto-sistema

Representacion de

transformacion lineal
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Elementos de Algebra Lineal

Sea A una matriz dada.
a) Una matriz L se llama inversa izquierda de 4 si L.A=I.
b) Una matriz L se llama inversa derecha de 4 si 4.L=1I.

¢) Una matriz L se llama inversa (bilateral) de 4 si
L.A=A.L=I, y se indica L=4"

Un matriz no singular es una matriz (necesariamente
cuadrada) A que tiene inversa (bilateral)

Un matriz singular es una matriz cuadrada que no tiene
inversa

15/05/2009 APAS'2009-Clase 5

Transformaciones de semejanza

Si existe una matriz P no singular, tal que
PLAP=B
se dice que B es semejante a A y que se obtiene de A por
medio de una transformacion de semejanza

Ejemplo: cambios de base (ortogonales y ortonormales)
— pxq L _ qxp
A=(a,;)eR™, A =(a;;,)eR Traspuesta de A

Traspuesta Hermitiana de A

X H * X
AeC™, A" =(a;,)eC””

o Adjunta Hermitiana de A

15/05/2009 APAS'2009-Clase 5
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Elementos de Algebra Lineal

Una matriz A (en RP o CP) se dice
Simétrica sii A = Al
Hermitica o Hermitiana sii A =AH

Unitaria ( A cuadrada) sii
AT=AH yATA=AAT=T

Ortonormal u ortogonal sii es real y unitaria

(B. Noble, J. Daniel, Algebra Lineal Aplicada, Prentice Hall, 3rd. Ed. , cap. 7, 1989)

15/05/2009 APAS'2009-Clase 5

| Propiedades (I)

Una matriz ortonormal A

preserva el producto interno (real) de dos vectores reales:

Si A4 ortogonal, x,y de R" ==> <Ax, Ay>=<x,y>

Una matriz unitaria U
preserva el producto interno de dos vectores complejos

Si U unitaria, x,y de C" => <Ux , Uy> = <x,y>

15/05/2009 APAS'2009-Clase 5
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Normas de matrices

2 0
. ; 4 =|-1 3
A : matriz pxq d B
l4]..., = maxi|a,»,j| sum(abs(A*)) = 2.0000 0.7321 -2.7321
= ”A”\infty =norm(4,inf) =2.7321
| 4|, = max Zpl|a,. ,-| sum(abs(A)) = 4.0000 3.4641
J &= :
: |4]|, = norm(4,1)=4
172
"A”2 = (mjax{autovalor de AH,A}) ”A”2 = norm(4,2) = \/g = 2.4495
15/05/2009 APAS'2009-Clase 5 11

Descomposicion en valores singulares (SVD)

A matriz pxq
JU e C”? unitaria (Ortogonal si A es real)

3V e C* unitaria (Ortogonal si A es real)

31X e C" "diagonal"/ vy :{O 05
Yoo lo 20 sii=j

6,20, sii>j>s=min{p,q}

A=UXV" (04A=U2XV" siAesreal)|

(Ben Noble y James W. Daniel, “Algebra Lineal Aplicada”, Prentice Hall, 3rd ed., cap. 8, 1989.)

15/05/2009 APAS'2009-Clase 5 12
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SVD (cont)

A=UZV" (0A=UZV"si A es real)

Calculando A.Afl y AH A:

Vectores singulares izquierdos
Valores singulares de A

o, autovalores de 4" 4
v, :cols.de V,autovect.asoc. |y IH A= o'l.vl.H
o, autovalores de 4 A"
u, : cols.de U, autovect. asoc.
Av,=o,u;, i=1..,s

. Vectores singulares derechos
s =min(p, q).

15/05/2009 APAS'2009-Clase 5 13

Ejemplo (SVS)

A=[2 0 ;-1 sqrt(3) ; -1 -sqrt(3)];

A:
20000 0
20 -1.0000 1.7321
_ -1.0000 -1.7321
4, =|-1 43 O
-1 -3 A*A=
60
06
AFA!
A*A=
”A” = norm(A4,1) =4 40000 -2.0000 -2.0000
1

-2.0000 4.0000 -2.0000
-2.0000 -2.0000 4.0000

4], = norm(4,2) = J6.=24495 Lo

ev2=
- 6.0000
|4 npy = Orm(4,inf) =2.7321 ppeene
-0.0000
9 0
sqrt(6) =2.4495
15/05/2009 APAS'2009-Clase 5 14
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[U.S,V] = svd(A)

‘ Autovectores de A’A %
U= ! ] sv=svds(A) % valores singulares de A
— -0.0000 -0.8165 0.5774 SV;449
Unitarias | 7071 0.4082 0.5774 2-4492
(Ortogonal) 0.7071 0.4082 0.5774 % )
(o, )2 = 7% evl=eigs(A'*A)
s= | 1 evl =
24495 0 6.0000
0 24495 L 6.0000
0 0 %o =
—ei AN
‘ Autovectores de AA’ ‘ B2y “marco”
V= % l ev2 =
6.0000
-1
100 6.0000 /
-0.0000
t H %o
A, =USV' =USV sqrt(6) = 2.4495
0,
%
— H _ norm(A) = 2.4495
ATVi_O-iui AT U, =0,V &)

2 — = =
6. )2 =M\ X [l4], =6 =2.4495
(©:) o; valores singulares de A

15/05/2009 APAS'2009-Clase 5 15

SVD y transformaciones lineales

T:V >W dim(V)=q,dim(W)=p;
T(v)y=Av, AeC”

* El rg(A) = k es igual al numero de valores singulares no nulos de A.

* Los primeros k vectores singulares izquierdos u,,..., u, forman una base
ortonormal del espacio de columnas de A,
i.e. para el codominio de T(v) = Av

* Los ultimos q - k vectores singulares derechos v, ,...,v, forman una base
ortonormal del espacio nulo de T (del ntcleo de T).

15/05/2009 APAS'2009-Clase 5 16
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SVD y normas

A:(ai,j) es pxq, T(v)=Av

q q
|4l =max |a, | |4l =max3a, |
1 j ~ L] 0 j ~ L]

s im s im

12
||A|| , = (max Autovalorde A” A)

= max Valor Singular de A

15/05/2009 APAS'2009-Clase 5

Minimos Cuadrados, Pseudo Inversa y Valores Singulares
A=U2V" unaSVD deA, pxq, de rango k

AT =V X" U" eslaPseudo Inversa de A

donde X* (2*) /ZF 0 =)
onde =z X "=

i,j p q i,j 1/ i l=]
cono, #0, 1<i<k ; o0,=0, k+1<i<min{p,q}

* x,=A" b hace minima ||A X —b||2 , con respecto a x.

* Entre todas las x” que hacen minima |4 x -5
infimo.

,»Xg=A" D esel

« x” hace minima |4 x—b|, < x'=x, + v, donde v es una c.1.
arbitraria de las -k columnas finales de Vy x,=4" b .

15/05/2009 APAS'2009-Clase 5
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Pseudo Inversa

A=UZXV" unaSVDdeA, pxq, de rango k

Zzlgi,jl’ 0, =0, G,-’jZO parai # j.

AT =V Xt U" eslaPseudo Inversa de A

) ) . 0 I
donde X :(Zi,j) pxqly;; = /o, i=j

cono, 20, 1<i<k ; o0,=0, k+1<i<min{p,q}

15/05/2009 APAS'2009-Clase 5 20

Ejemplo (cont) r.q> % / v=u.v

2 } < o _[0:3333 -0.1667 -0.1667
Ad=mhos e | 0 02887 -0.2887
-1 -3] « %

Pseudolnversa

1 0 067 -033 -033

AA, = +
P P=4A, A"=| -033 067 -0.33
2033 -033 0.67

P actia como una “identidad”en parte del espacio:

2 0
0.33 -0.1667 -0.1667
A P= =A" P4 =|-1 1.7321|=4
{0 0.2887 -0.2887} T 73 T
-1 -1.7321
15/05/2009 APAS'2009-Clase 5 21

15/05/09

10



Curso de Posgrado-APAS'09 clase 5 15/05/09

Bases y Marcos - Introduccion

Toda transformacion lineal T es un
“cambio de base".

(, Como elegir una “buena” base en el espacio
de representacion?.

(, Qué es una base?.

Una base es una sucesion de vectores
{v;, v,,...; o de funciones {e,, e,, ...} con la
propiedad de representacion unica.

15/05/2009 APAS'2009-Clase 5 22

Bases

Todo vector v ( o funcion f{z)) puede representarse de
manera Unica ( una y sélo una) como

V:Zbi v, 0 f(t)=2bi€i(t).

Para cada vector existe una Unica representacion.

* El vector nulo s6lo puede representarse con b, =0 V 1.

* Los elementos de la base son linealmente independientes.

15/05/2009 APAS'2009-Clase 5 23

M. E. Torres 11
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Propiedades de las Bases

* Independencia Lineal (I.L.)
» Completitud

* Si se agregan vectores, se pierde la independencia lineal.

+ Si se sacan vectores, se pierde la completitud.

15/05/2009 APAS'2009-Clase 5 24

Bases en espacios de Hilbert

H espacio de Hilbert de dim. infinita

{e,},cy €s una familia ortogonal enH < <e,,e, >=0,Vn# p

{e, }..n €s base ortogonal sii

i) {e,} es ortogonal

N
i) Vf e H3{[n} / lim, ||/ - D A[n] e,||=0
n=0
Notacion!!!
<f’en> w<fﬂen>
Aln]= 2 y se escribe: f= Z 2 n
n n=0 en

15/05/2009 APAS'2009-Clase 5 25
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Base ortonormal

{e,} es ortonormal | sii es ortogonal y ||en|| =1

* Si {e, ! es ortonormal, es linealmente independiente (1.1.).

<f:g> = i< ,€, ><g,en >* Ec. de Parseval

n=0

2

Férmula de Plancherel

I =3Kr.e.

Un espacio de Hilbert es separable sii que admite una base ortonormal

L%(R) y I?(2) son espacios separables

H se dice separable, si H tiene un subconjunto B numerable, denso en H

15/05/2009 APAS'2009-Clase 5 26

Bases de Riesz

Debilitando la condicion de ortogonalidad en H (Hilbert)

15/05/2009 APAS'2009-Clase 5 27
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Base ortonormal
H: espacio de Hilbert

{e,} es ortonormalsii es ortogonal y [|e,[ =1

7 =io<f,e,,>2 Férmula de Plancherel
o
Siendo ahora Al7]= </, e;’ > —< /e, >
"f"2 = §:|/7~[’1]|2 Férmula de Plancherel
n=0
13 5 patyjgmbre. 2006 APASSHIE Clase 5

28

28

Bases de Riesz (def.)

Debilitando la condicion de ortogonalidad en H (Hilbert)

Es una Base de Riesz o

{e,} °
nlneN Base Incondicional

Si satisface:
1) Es linealmente independiente

oy feH,3{A[n]},_, talque f = iﬂ[n] e,.
n=0
1 £ | £
U < Al <41
Debilita Plancherel
13 stsshsggeobre, 2006 APAS2H5 Lase 5

29

29
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¢Marcos o Bases de Riesz?

Unmarco {4,},. tieneuna de las prop. de las

bases de Riesz
> {#,}.r genera el espacio H:
VfeH, Ulnl=Y.(f.¢,)4,

> Pero no necesariamente son L.1.

Un marco es asociado con sobre-muestreo o
redundancia

13 stsshsyggeobre, 2006 APAS2H5 Lase 5

30

Base vs marco

Bases ortogonales Marco en R?

15/05/2009 APAS'2009-Clase 5
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Ejemplo TR >R | IV=Av

A =|-1 | o« 7

-1 =3| < n

* Los vectores {r,, r,, r;} N0 son L.I. pero generan R?.

veR?, v:i—@gv%@

i=1
. 2 Es un
> [ =6 M .
pay marco justo

{r,, 1,, 13} esun marco de R?.

15/05/2009 APAS'2009-Clase 5

32

Ejemplo TR >R /| Tv=4,.v

A=l-1 3| « 1
AN - IS

vew, V=30 =30V =X (v b

i=1 i=1 i=1

* Podemos recuperar v a partir de las columnas v™,

* el n- ésimo vector de andlisis marco es r,, .
* la n-ésima coordenada es <r, ,v>

* el n-ésimo vector de sintesis marco es v*,

15/05/2009 APAS'2009-Clase 5

A 03333 -0.1667 -0.1667
) 0.2887 -0.2887

|

33
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¢Dimension Infinita?

Definicion: Un marco es un conjunto de vectores {r,}

tq. :
A <>

0<A, B son cotas del marco

(o) <BpM  WveH

Si A= B, el marco se llama justo.

15/05/2009 APAS'2009-Clase 5 34

¢ Como recuperar vde {<r,, v>} _?

* Las cotas del marco hacena T* Ty a (T*T)! operadores acotados.

<v,T*Tv> = <Tv,Tv> = Z‘(rﬂ,v>‘2
A HVHZ < <v,T*Tv> <B Hsz Vve H

T" T est4 acotado por B y

su inversa esta acotada por 1/A
B/A es la tasa del marco

Ay B aseguran que v pueda ser
recuperado de manera estable.

15/05/2009 APAS'2009-Clase 5 35
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Marcos

Teoria de Marcos analiza = completidud
& estabilidad
% redundancia
de representaciones lineales de senales discretas

f'senal

Marco: 6,1, caracteriza f {<f a¢n>}ner

TM desarrollada por Duffin y Schaeffer (1952) para
reconstruir {f(¢,)} con {¢,} un muestreo irregular.

Ole Christensen, An introduction to frames and Riesz bases, Birkhduser, 2002

Ole Christensen, Frames and Bases: An Introductory Course
in mathematics and engineering, Birkhduser, 2008

15/05/2009 APAS'2009-Clase 5

36

Teoria de Marcos (TM)

H espacio de Hilbert; fe H
{8}, , [finito o infinito, {<f P, >}

nel

Definicion: La sucesién {g,} _ se dice un marco de H si
existen dos constantes A>0 y B>0, tales que para cualquier

feH )
Al <X |(f-4.)

nel

Cuando A=B, se dice que el marco es justo (tight frame).

“<B|A

15/05/2009 APAS'2009-Clase 5
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Operador Marco

U: operador /V feH,Vnel |, Uf[n]:<f,¢n>.

Si la condicion de marco (1) se satisface,

AlF <Zlra) <8I

U se dice un Operador Marco.

15/05/2009 APAS'2009-Clase 5 38

Marcos Propiedades (I)
<l o

Al <28

Veremos que:

* (1) da condicion necesaria y suficiente para garantizar que
U sea inversible, con inversa acotada.
b

» Un marco define una representacion completa y estable
de la sefial, que puede ser también redundante.

-si |4,

=1 laredundancia se midecon 4y B

15/05/2009 APAS'2009-Clase 5 39
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Marcos — Propiedades (cont)

*S1{@,},. son linealmente independientes, 4 </ < B.

Al <3| (#,.4.)
Alp, |’ <[(4.-6.) <Bla.["-

2

*<Blg

» Un marco es una base ortogonal siy sélosi4 =B = [.

AllfllzﬁZr\<f,¢n>
§|<f,¢n>2

Si A>1, entonces el marco es redundante y A se interpreta
como el menor factor de redundancia.

"</

I e a-se

15/05/2009 APAS'2009-Clase 5 40

Ejemplo 1
{e;,e,} una base ortonormal de un
espacio bidimensional (“plano”) H.
e, 3 e, 3
$=e ¢2:_31+7€z ’ ¢3:_51_762

tienen iguales angulos entre ellos = 27/3

3 23 2
feH, §\<f,¢n> =5

@, ¢,y ¢; definen un marco justo con 4=B=3/2.

La cota del marco 3/2 define su redundancia en H / dim(H)=2.

15/05/2009 APAS'2009-Clase 5 41
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Ejemplo 2

Para 0 <k <K, {¢, ,},., bases ortogonormales de H

nezZ

{€ntnez 0<k<k €S unamarco justo de H con A=B=K

feH, ZZ\<f,ek,n> =71’
;ZZW,%J = K|/

15/05/2009 APAS'2009-Clase 5 42

Ejemplo 3

Un conjunto finito de N vectores {¢,}, < , <n €S siempre

un marco de

V=gen{{0,}<nn}
Ejercicio

Cuando N — o« , Ay B pueden ir
respectivamente a 0 y a + oo.

En espacios de dimension infinita,

una familia de vectores puede ser completa, pero
no dar una representacion estable de la sefial

15/05/2009 APAS'2009-Clase 5 43
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Muestreo Regular

U,={fel®) /| sulflc[-=/T,z/T]}
ho(t)=sin(zxt/T)/(xt/T)

Para ¢, = nT (muestreo uniforme),

{T'2hy(t-nT) }

neZ

es base ortonormal de U

Teorema de muestreo de Shannon = reconstruccion de f

15/05/2009 APAS'2009-Clase 5 44

. Muestreo Irregular
Para muestreo NO uniforme (Grochening, 1992)

Si limt =+0 y limt, =-o

t—>+0 t——0

tn+l —1

<T : Méaxima distancia muestral

y J=sup

nezZ

ft —t
= { *‘Z—T‘l h, (t—t, )} es un marco|con:
neZ

A>(1-6/T)" vy B<(1+8/T)%.

n

t.,—t, /2 Factor de amplitud, compensa la densidad
" - no-uniforme de las muestras:

atentia la amplitud de los vectores cuando hay una alta
densidad de muestras.

Reconstruccion: inversion del Op. Marco: Uf[n] = <f(t)’ h(t—t, )>

15/05/2009 APAS'2009-Clase 5 45
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Pseudo Inversa

La reconstruccion de f* a partir de los coeficientes
marco Uf[n] se calcula con una pseudo- inversa.

Es un operador acotado que se expresa con el
marco dual.

I*(T) = {x : HxH2 = Z‘x(n)‘z < +oo}

nel’

U:H—I*I)
ImU =Im{Uf, feH}

15/05/2009 APAS'2009-Clase 5 46

Pseudo Inversa (Teorema)

Teorema: Si {¢,}, . €S un marco cuyos vectores son
linealmente dependientes, entonces:

e ImU esta estrictamente contenida en °(7)

* U admite un nimero infinito de inversas izquierdas U !
VfeH , U'Uf=f.

15/05/2009 APAS'2009-Clase 5 48
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Teorema (dem 1.)
H) {¢,}, r : marco de H, vectores l.d

Tesis: 1) ImUc 12 (7) y son distintos
2) Jninfinitas U'/VfeH,U'U f = f.

Dem 1:
U:H— )/ U =(f.4,)

"</

AP <) <8l o ol =X[(r.4)

feHc I’ =|Uf| <+

ImU)  I*(T)

15/05/2009 APAS'2009-Clase 5 49

Teorema (dem.)
H) {¢,}, r : marco de H, vectores l.d

Tesis: 1) ImUc 12 (1) |y es distinto de 12 ()
2) Jninfinitas U'/VfeH,U'U f = f.

Dem. 1 (cont):

@, )oresld = 3x=0,xelP()/ Yinlg, =0

nel

vV feH, Y xnl(f.4,)=D.xn]Uf[n]=0

nel nell

= ImUesortogonalax =  ImU=12(7).

15/05/2009 APAS'2009-Clase 5 50
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Teorema (dem. 2)
U:H—P(D)/Ufnl={f.4,)

2) ¢, U admite un ntimero infinito de inversas izquierdas {7 '/
VfeH , U'Uf=f ?

U es marco = U esinyectivo: (Uf=0= f=0)

U:H—>ImU esinversible

Sea ImU* /ImU*®ImU =1[°(I')

el Complemento Ortogonal de ImU

Si{d,},r esld. = ImU" = {0}

U™':ImU* > H puede ser un operador lineal arbitrario.

15/05/2009 APAS'2009-Clase 5

51

La pseudo inversa de U

Se define como la inversa izquierda de U
gue satisface:

U':’C)>H/
i) U'Uf=f,vfeH

~

i) U'x=0, Vxe(ImU)"

Si dim(H) es infinito y U es inyectivo, entonces su

pseudoinversa no es necesariamente acotada
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De la Pseudo Inversa

 Cuanto mas redundante sea el marco {9, }
sera el complemento ortogonal ImU ™

ner » MAayor

* Esto induce inestabilidades numéricas al tratar de
reconstruir f a partir de Uf.

Notacion:

El adjunto del operador U es U* / (Uf,x)= <f,U*X>

~

U'x

o), = |
7], = s

Norma del Supremo
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Teorema (de la Pseudo-Inversa)

La pseudo-inversa satisface U'=w'u)'v*

Es la inversa izquierda que tiene menor norma supremo.

Si U es un operador marco con cotas A 'y B entonces

~ 1
571, <7
§ A
Entonces:
* un operador marco tiene siempre pseudo-inversa

* la pseudo-inversa esta siempre acotada.
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Operador Autoadjunto

T:H— H autoadjunto <

Lema:

(T, f)=(fT"f)

T=T"

Si L es un operador auto-adjunto tal que existen
A>0y B que satisfacen

vieHd , A|f| < r)<B|f

entonces L es inversible y

1 2 -1 1 2
- < < —
vieH . <l <(tr )<l
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Comparacion
Ortogonal I..i. Form. de Generador
Plancherel
Base Sl Si Si Si
Ortonormal
Base de No neces. Si No Si
Riesz
Marco No neces. No neces. No Si
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