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Transformada de Fourier
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Transformada de Fourier
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Transformada de Fourier

0( ) ( ),H t t t R= δ ∈

0
0 ( ). 1,i t it e dt e− ω − ω

ℜ

ω δ = = ∀ω∈ℜ∫Η( ) = 

( ) ...H = ωΗ( ) = F

08/05/2009 APAS'2009 4

Una función cuya información 
está totalmente concentrada 

en un punto en el 
dominio temporal

Una función cuya información 
se encuentra distribuida en el 

dominio frecuencial.

F
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La Transformada de FourierLa Transformada de Fourier
Propiedades: Principio de IncertidumbrePropiedades: Principio de Incertidumbre

¿ Es posible construir una función f  tal que:

Su energía esté bien localizada en tiempo?

Su transformada de Fourier tenga energía 
t d ñ t d f i ?
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concentrada en un pequeño entorno de frecuencia?

La Transformada de FourierLa Transformada de Fourier
Propiedades: Principio de IncertidumbrePropiedades: Principio de Incertidumbre

¿ Una señal no nula puede tener 
soporte finito 

en tiempo y en frecuencia?
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tiene soporte restringido a t=u
tiene energía distribuida uniformente         

en todas las frecuencias

)( ut −δ
ωωδ ine−=)(ˆ
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La Transformada de FourierLa Transformada de Fourier
Propiedades: Principio de IncertidumbrePropiedades: Principio de Incertidumbre

εω
ω +++

≤ 11
)(ˆ

p
Kf/0 y  constantes    Si >∃ εKn

tiene decaimiento rápido a altas frecuencias,( )ωf̂

ω+1

Entonces pCf ∈

08/05/2009 APAS'2009 7

tiene decaimiento rápido a altas frecuencias,
sólo si f  tiene variaciones regulares en el tiempo.

La energía en el dominio temporal debe estar 
desparramada en un tiempo “largo”.

( )f

La Transformada de FourierLa Transformada de Fourier
Propiedades: Principio de IncertidumbrePropiedades: Principio de Incertidumbre

Solución?

¿ Reducir la dispersión temporal de f ?

22     entonces     ,1 con   ,1)(   Si ffs
s
tftf ss =<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

Cómo?
¿ Con un cambio de escala de  f ?
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ss ⎠⎝

( )   ˆ)(ˆ     pero ωω sfsf s = es dilatada en 1/s
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Dilatación en tiempo vs. frecuencia
s=  1, 5, 0.2, 0.05

( )s
tf

s
tfs

1)( = )(ˆ ωsf
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La Transformada de FourierLa Transformada de Fourier
Propiedades: Principio de IncertidumbrePropiedades: Principio de Incertidumbre

Las concentraciones de energía en tiempo y 
frecuencia están restringidas por el

Principio de Incertidumbre de Heisenberg

Interpretación en Mecánica Cuántica:

08/05/2009 APAS'2009 10

Interpretación en Mecánica Cuántica:
El estado de una partícula unidimensional es descripto por una 
función de onda )(2 ℜ∈ Lf
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La Transformada de FourierLa Transformada de Fourier
Propiedades: Principio de IncertidumbrePropiedades: Principio de Incertidumbre

La densidad de probabilidad de que una partícula esté localizada en t es

2)(1 tf

)(2 ℜ∈Lf

2 )(tf
f

Localización promedio: 

df 2)(1
∫

La densidad de probabilidad de que  su momentum sea igual a ω es
2

2 )(ˆ
2

1 ω
π

f
f

Varianzas: 
dttft 222 )()(1

∫
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dttft
f

u 2 )(∫
ℜ

=

Momentum promedio: 

ωωω
π

ξ df
f

2

2 )(ˆ
2

1
∫
ℜ

=

dttfut
fu

2
2

2 )()(∫
ℜ

−=σ

ωωξω
π

σω df
f

22
2

2 )(ˆ)(
2

1
∫
ℜ

−=

La Transformada de FourierLa Transformada de Fourier
Propiedades: Principio de IncertidumbrePropiedades: Principio de Incertidumbre

Teorema (de Incertidumbre de Heisenberg):( g)

La varianza temporal y frecuencial de       satisfacen 

La igualdad es válida si y sólo si existen (u,ξ,a,b) ∈ ℜ2 x C 2 tales 
que

)(2 ℜ∈ Lf

4
122 ≥ωσσ t

])(exp[)( 2utbtiatf ξ
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])(exp[)( utbtiatf −−= ξ

Gabor Chirps
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La Transformada de FourierLa Transformada de Fourier
Propiedades: Principio de IncertidumbrePropiedades: Principio de Incertidumbre

Soporte compacto?

Teorema

Si f≠ 0, tiene soporte compacto, entonces no puede ser 
nula en todo un intervalo.

Recíprocamente, si           tiene soporte compacto, entonces f(t) 
no puede ser nula en todo un intervalo

)(ˆ ωf

)(ˆ ωf
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no puede ser nula en todo un intervalo.

Contenidos

Introducción
Elementos de Matemáticas avanzadas. Operadores lineales. Proyecciones.Elementos de Matemáticas avanzadas. Operadores lineales. Proyecciones. 
Espacios vectoriales. Filtros lineales invariantes en el tiempo. Integrales de 
Fourier en L1  y en L2. Propiedades. Filtros lineales discretos invariantes en el 
tiempo. Señales finitas. 
Análisis tiempo-frecuencia 
La transformada Fourier por ventanas. La transformada ondita. Frecuencia 
instantánea. Energía tiempo-frecuencia instantánea.
Marcos
Teoría de Marcos. Marcos en Fourier y en onditas. Invariancia ante traslación. 
Transformada Ondita Diádica.
Bases Ondita.
Bases onditas ortogonales. Aproximaciones Multirresolución. Funciones escala. 
Filt j j d Cl d b dit O dit b d filt B
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Filtros espejo conjugados. Clases de bases ondita. Onditas y bancos de filtros. Bases 
biortogonales. 
Aplicaciones.
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Átomos tiempo-frecuencia/tiempo-escala

Una transformación lineal tiempo-
frecuencia, 

correlaciona f(t) con una familia 2{ } ( )LΓφ ⊂ ℜ

Átomos tiempo-frecuencia

de ondas concentradas en 
tiempo y en frecuencia

{ } ( )Lγ γ∈Γφ ⊂ ℜ

2
1γφ =

08/05/2009 APAS'2009 15

*( ) ( ) . ( ) . ,T f f t t d t fγ γ
ℜ

γ = φ = < φ >∫

Átomos tiempo-frecuencia/tiempo-escala
2{ } ( )Lγ γ∈Γφ ⊂ ℜ 2

1γφ =

Por Parseval:Por Parseval:

* *1 ˆ ˆ( ) ( ) . ( ) . ( ) . ( ) .
2

T f f t t d t f dγ γ
ℜ ℜ

γ = φ = ω φ ω ω
π∫ ∫

• Si los átomos son “casi” cero fuera de un cierto entorno de un valor 
temporal u, entonces el producto interno temporal depende de …..

08/05/2009 APAS'2009 16

• Si la transformada de Fourier de los átomos son “casi” cero fuera de un 
cierto entorno de un valor frecuencial ξ, entonces el producto interno 
frecuencial depende de …..
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Átomos tiempo-frecuencia/escala-ejemplos

( ) ( ) ( )i tt g t e g t uξφ = = −

Los átomos de Fourier por ventanas

Trasación temporalModulación en frecuencia

,( ) ( ) ( )ut g t e g t uγ ξφ = = −

Los átomos ondita  o wavelet

1( ) ( ) ( ) t ut t t u −⎛ ⎞φ = ψ = ψ − = ψ⎜ ⎟
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Dilatación

,( ) ( ) ( )s u st t t u
ssγφ ψ ψ ψ⎜ ⎟

⎝ ⎠

Recordando que:

ˆ( ) . ( )
Fourier

i ut u e f− ωφ − → ω

ˆ( ) ( )
Fourier

i te t fξ φ → ω− ξ

08/05/2009 APAS'2009 18

ˆ( / ) . ( )
Fourier

t s s f sφ → ω
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* *1 ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Tf f t t dt f dγ = φ = ω φ ω ω∫ ∫

WFT y WT
Los núcleos son átomos Fourier por ventanas o  átomos ondita:

( ) ( ). ( ). ( ). ( ).
2

Tf f t t dt f dγ γ
ℜ ℜ

γ = φ = ω φ ω ω
π∫ ∫

Tienen su energía bien localizada en el tiempo

08/05/2009 APAS'2009 19

Sus transformadas de Fourier

Tienen su energía bien localizada en bandas de frecuencia

Cajas de Heisenberg

La localización tiempo frecuencia /escala de 

Werner Karl Heisenberg (1901- 1976). Físico alemán
Premio Nobel de Física 1932

Fundamentos de la mecánica cuántica matricial.

*( ) ( ). ( ). ,Tf f t t dt fγ γ
ℜ

γ = φ =< φ >∫

depende de la dispersión temporal y frecuencial/escala del átomo

2 2
, ( ) 1t dtγ γ γ γφ =< φ φ >= φ =∫

08/05/2009 APAS'2009 20

Se puede interpretar como una 
distribución de probabilidad

2

, ( )γ γ γ γ
ℜ

φ φ φ φ∫
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Cajas de Heisenberg
2

( )u t t dtγ γ
ℜ

= φ∫ Centro de masa temporal

22 2( ) ( ) ( )t t u t dtγ γ
ℜ

σ γ = − φ∫

2 2 2ˆ ( ) 2 ( )d t dtγ γ γ
ℜ ℜ

φ ω ω = π φ = φ∫ ∫

Dispersión temporal 

Plancherel
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2

2
2 2

1 ˆ ( )
2

1 ˆ( ) ( ) ( )
2

d

d

γ γ
ℜ

ω γ γ
ℜ

ξ = ω φ ω ω
π

σ γ = ω− ξ φ ω ω
π

∫

∫

Centro de masa 
frecuencial/escala

Dispersión 
frecuencial/escala

Caja de Heisenberg

γξ

ω

( )ωσ γ

( )tσ γ

08/05/2009 APAS'2009 22

uγ
t
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Transformada de Gabor
Denis Gabor (1900, Budapest - 1979, Londres) 

Físico judío húngaro – Huye de Alemania en 1933. 
Inventor de la holografía (1947). 
Premio Nobel de Física en 1971

D. Gabor “Theory of communication”, Journal of 
the Institute of Electrical Engineers, Vol 93-III, pp 

429-457, 1946.

1. g:   real y  simétrica g(t)=g(-t)

2 ξ

08/05/2009 APAS'2009 23

2.

3. Se la normaliza: , 1ug ξ =

, ( ) ( )i t
ug t e g t uξ
ξ = −

,( , ) , ( ) ( ) i t
uSf u f g f t g t u e dt− ξ
ξ

ℜ

ξ =< >= −∫

Transformada de Gabor

2

( ) tg t e−π=

2( )1( , ) ( )
2

t u i tSf u f t e e dt−π − − ξ

ℜ

ξ =
π ∫

T. Gabor es un caso particular de la 

Short time Fourier transform = Windowed Fourier transform

08/05/2009 APAS'2009 24

S o t t e ou e t a s o do ed ou e t a s o
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( )(Funciones analíticas)

Señal analítica
)(ts señal real

+∞ )(1{ } du
ut

usvpitstsHitstzs ∫
+∞

∞− −
+=+=

)(
2
1)()()()(
π

H: Transfomada de Hilbert de 
s(t)

)()( tzta =Amplitud

Señal 
analítica
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[ ]))(arg(
2
1)(

)()(

tz
dt
dt

tzta

ss

ss

π
υ =

=Amplitud 
instantánea

Frecuencia 
instantánea
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Representación de una s. analítica

0.5

1
Señal Real

1

Señal Analíticaa) b)
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Su transformada de Fourier
{ } du

ut
usvpitstsHitstzs ∫

+∞

∞− −
+=+=

)(
2
1)()()()(
π

)()(2)())(()()( ωωωωωω SUSsigniiSZs =−+=

⎩
⎨
⎧

<
≥

=
00
01

)(
ω
ω

ω
si
si

U

)(][)]([)( ** fFtfFCtf
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)(][)]([)( ω−=→∈ fFtfFCtf

)(][)]([)]([)( ** ω−==→ℜ∈ sFtsFtsFts )()( * ωω SS =−
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Señal Analítica

Definición: Un función fa ∈L2(R)  se dice analítica si 
su transformada de Fourier es nula para frecuencias 
negativas: 0  si   0)(ˆ <= ωωaf )(af

Una función analítica es compleja pero
esta integramente caracterizada por su parte real:

][Real aff =

ˆˆ ⎧ ˆ
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La señal analítica  fa(t) asociada a una señal real f (t)

es la transf. inv. de Fourier de la (1).

2
)(ˆ)(ˆ

)(ˆ
* ωω

ω
−+

= aa ff
f

⎩
⎨
⎧

<
≥

=
0   si0
0  si)(ˆ2)(ˆ

ω
ωωω ffa (1)

Parte Analítica Discreta

f[n] , con n=1,..., N  una señal discreta real

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<<<
<<

=
=

0 paray 2/
2/0   si

2/,0   si

0
)(ˆ2
)(ˆ

)(ˆ

kNkN
Nk

Nk
kf
kf

kfa

08/05/2009 APAS'2009 30

)](ˆ[)( 1 kfFnf aa
−=
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Parte Analítica:  Ejemplo

)cos()( 0 φω += tatf

( ))](exp[)](exp[
2 00 φωφω +−++= titia

[ ])()exp()()exp()(ˆ
00 ωωδφωωδφπω +−+−= iiaf

ˆ
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)()exp(2)( 0ωωδφπω −= iafa

[ ])(exp)( 0 φω += tiatf a

Aplicacion
es

• Comunicación de Señales Modulación en frecuencia

• Modelos de sonido Aditivo música 
voz hablada formantes

08/05/2009 APAS'2009 32
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Transformada Ondita Continua

( ) ( )
WffCWTf

LLCWT

=→

ℜ→ℜ

)(

: 222

ψ

ψ

WffCWTf → )(

( ) ( ) 1  , 0/2 ==ℜ∈ ∫
ℜ

ψψψ dttL y centrada en t=0

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
s

ut
s

tsu ψψ 1)(,
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dt
s
ut

s
tffsufW su ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

== ∫
∞

∞−

*
,

1)(,),( ψψψ

ψ Ondita Analítica

¿ Para qué usamos una ondita analítica?

Analizar la evolución temporal de los tonos de 
frecuencia

¿Porqué?

08/05/2009 APAS'2009 34

Separa la información de la fase y 

de la amplitud de la señal compleja.
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Transformada Ondita Analítica

( ) ( )
fWfCWTf

LLCWT
ψ

ψ

=→

ℜ→ℜ

)(

: 222

fWfCWTf ψ→ )(

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
s

ut
s

tsu ψψ 1)(,

( ) ( ) 1  , 0/2 ==ℜ∈ ∫
ℜ

ψψψ dttL y centrada en t=0

Analítica
Centrada en t=u
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dt
s
ut

s
tffsufW su ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

== ∫
∞

∞−

*
,

1)(,),( ψψψ

Dispersión temporal del átomo ondita
Centrada en t=u

( ) dvsvsv∫
∞

= 22 1)( ψ

( ) dt
s

ut
s

utdttut su ∫∫
∞

∞−

∞

∞−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−=−

2

*22
,

*2 1)()( ψψ
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( ) dvsv
s

sv∫
∞−

= )( ψ

22
ts σ=
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Localización frecuencial del átomo ondita

ωωψω
π

η d
2

0

)(ˆ
2
1
∫
+∞

=

ψ analítica  ⇒ 0     si    0)(ˆ <= ωωψ

¿ Frecuencia central de       ?ψ̂

[ ] [ ] =−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=−= ∫∫
ℜℜ

dtti
s

ut
si

dttit
i susu ωψ

π
ωψ

π
ωψ exp1

2
1exp)(

2
1)(ˆ ,,

¿ Frecuencia central ωu,s de ψu, s ?

s
utv −

=( ) [ ] =+−= ∫
ℜ

dvsusviv
si

)(exp1
2

1 ωψ
π
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η

ℜs

[ ] ( ) [ ]dvvsivuis
i

)(expexp
2

1 ωψω
π

−−= ∫
ℜ

[ ] )(ˆexp)(ˆ , ωψωωψ suissu −= ωu,s= η/s

Dispersión frecuencial del átomo ondita

¿ Dispersión en Frecuencia de ψu,s ?

[ ] =−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=−= ∫∫

ℜℜ

ωωψωηω
π

ωωψωω
π

σψ dsuis
s

dsususu

2
2

2
,

2
,

2
ˆ )(ˆexp

2
1)(ˆ)(

2
1

,

ωsv =

dvv
s

vds
s

s 2

0

2
2

0

2

)(ˆ
2
1)(ˆ

2
1 ψη

π
ωωψηω

π ∫∫
+∞+∞

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=
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2

2
2
ˆ , ssu

ω
ψ

σ
σ =

ωsv =

inf
22 2

0

ˆ( ) ( )
ty

d
ω

σ = γ − η ψ γ γ∫
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Resolución tiempo-frecuencia del átomo 
ondita

222
, ψψ σσ s
su
=

Dispersión temporal ψu,s centrada en u

ωu,s= η/s

Frecuencia central ωu,s de ψu,,s

¿Area?

Di ió F i d
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2

2
2
ˆ , ssu

ω
ψ

σ
σ =

Dispersión en Frecuencia de ψu,,s

Escalograma
2

2
,),(),( ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==

ξ
ηξ ψψ ufWsufWufPW

Escalograma

Frecuencia central 
ωu,s de ψu,,s

densidad de energía local 
en la caja de Heisemberg de cada ondita  ψu,s

centrada en (u,ξ)=(u,η/s)

fPW

Escalograma
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ωωψω
π

η d
2

0

)(ˆ
2
1
∫
+∞

=

Frecuencia central de       ψ̂
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Completitud de la Ondita Analítica

Teorema: Sea 
f∈L2(ℜ), ).,(

2
1),( sufWsufW aψψ =

+∞ 2

Si                                                y f es real, 
entonces

+∞<= ∫
+∞

− ωωψωψ dC
0

1 )(ˆ

,)(),(Re2)(
0

2 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−= ∫ ∫

+∞+∞

∞− s
dsduutsufW

C
tf sψψ

ψ

)(2)(
22

∫ ∫
+∞+∞ dsdfWtf

Inversibilidad
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.),()(
0

2∫ ∫
∞−

=
s

dusufW
C

tf ψ
ψ

Conserv. Energía

ξ=1/s  .),(2)(
0

2

∫ ∫
+∞+∞

∞−

= ξξ
ψ

dduufP
C

tf W Densidad de energía local 
tiempo-frecuencia

Ventanas Ondita Modulada
Una ondita analítica puede construirse con una modulación 

en frecuencia de una ventana real y simétrica g

∴ ψ es 
analítica

)exp()()( titgt ηψ = )(ˆ)(ˆ ηωωψ −= g

00)(ˆ         para   0)(ˆ    Si <=⇒>= ωωψηωω sig
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analítica
g real y par   ⇒ real y simétrica  ⇒ tiene frec. central η y   ĝ ψ̂

)0(ˆ)(ˆsup)(ˆ g==
ℜ∈

ωψηψ
ω
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Las Onditas de Gabor
]exp[)()( titgt ηψ = ( ) ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
= 2

2

4/12 2
exp1)(

σπσ

ttgcon

¿ Son analíticas?

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

2
exp4)(ˆ

22
4/12 ωσπσωg)(ˆ)(ˆ ηωωψ −= g

0)(ˆ  entonces   1  Si 22 ≈>> ωωσ g ηωωψ >≈  para  0)(ˆ  y
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2
1

22
,   Si 

2222

>>>>
ησωσηω

ψ se dice aproximadamente analítica

Ejemplo 1: Onda Sinusoidal – Ondita 
Gaussiana

)exp()(ˆ)exp()(ˆ),( 0000 uisgsauissasufW ωηωωωψψ −== ∗

)exp()( 0 tiatf ω=

2

022
1ˆ),(1),( ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−==

ξ
ωηξ

η
ξ

ψ gasufW
s

ufPW

Escalograma Normalizado
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ω0 = ξ
¿Dónde es máximo?
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Ejemplo 2: Chirp Lineal - Ondita Gaussiana

)exp()( 2taitf =

( ) ⎟⎞⎜
⎛ −⎟

⎞
⎜
⎛ 2

22/12
2 24)(1 Wf σπσ ( ) ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

= 2
442422

2 2
41

exp
41

),( usa
asas

suWf
s

η
σσ

Sea u fijo

Si 4 a2 s4 σ4 << 1 es función Gaussiana de s),( ξ
η
ξ ufPW
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Frecuencia 
Instantánea 

2)( uau =φ

η

¿Dónde es máximo?

)(2/)( uuasu φηξ ′===

uas 2/ =η

Chirp Lineal:  Escalograma Normalizado
(c/Ondita: de Gabor)

)exp()( 2
0 titf ω=

a)

b)
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Escalograma Normalizado y Phase compleja φW(u,ξ)

)cos()( 2
11 tatf =

)cos()( 3
22 tatf −=

)exp()cos()( 2
333 tbtatf −=

)exp()cos()( 2
444 tbtatf −=

4321 fffff +++=
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Ancho de Banda de los 
átomos ondita

es proporcional a

1/s=ξ/η

Espectrograma PS  f(u,ξ ) y fase compleja de Sf( u,ξ )
(a)

(b)

(c)
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(c)
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Onditas Discretas

f(t)   muestreada uniformemente en intervalos N-1 en [0,1]

(Daubechies, 1992)

Wf(u,s) sólo puede calcularse para escalas N -1 < s < 1

• normalizar la distancia de muestreo a 1 

id l ñ l dil d f( ) f ( /N )
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• considerar la señal dilatada   f(t) = f ( t/N )

• Wf(u,s) = N -1/2  Wf(Nu , Ns) (por cambio de variables)

Onditas Discretas: Escalas y Octavas

{f[n]} la señal discreta de tamaño N

DWT f(u,s) se calcula a escalas    s=a j con      a=21/ν
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ν escalas intermedias en cada octava [ 2 j , 2 j+1 ).

ν : número de voces o sub-octavas
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Recubrimiento Tiempo-Frecuencia 
y Tiempo-Escala
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Particiones del Plano Tiempo-Escala

s=aj 

u= n.aj

a=2

s=aj 

u= n.
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a=2
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La Ondita Discreta escalada

ψ(t) ondita con soporte en [-K/2,K/2]

Para 2 ≤ a j ≤ N K-1 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= jjj

nn ψψ 1][
⎠⎝ jjj aa

ψψ

Ondita Discreta escalada por aj.

Tiene K a j valores no nulos en [-N / 2 , N / 2] 

⇓
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escala a j >2 

De otro modo el intervalo de muestreo podría ser mas grande que el

supp de ψ

EEG - Descomposición Diádica
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