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Transformada de Fourier

f1=0,05 kHz - f2=0.025 kHz - f3=0.08 kHz
s(t) = sin(2x f1 tyrul()+ sin(2x 2 *u2(t)+sin(2x 13 t*u3(t)
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Transformada de Fourier

f1=0,05 kHz - f2=0.025 kHz - f3=0.08 kHz
s(t) = sin@r 1 t)+ sin(2nf2 t)+sin(2n 3 t)
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Transformada de Fourier
H(t)=93,(t), teR
7(H)=Ho)=..

_7—[(03) = J.SO (t).e_imtdt — e—imO — 1, V(D e iR
R

Una funcién cuya informacion 7
esta totalmente concentrada

en un punto en el

dominio temporal

Una funcién cuya informacion
se encuentra distribuida en el
dominio frecuencial.

08/05/2009 APAS'2009 4
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¢, ES posible construir una funcion f tal que:
=> Su energia esté bien localizada en tiempo?

=> Su transformada de Fourier tenga energia
concentrada en un pequerio entorno de frecuencia?

08/05/2009 APAS'2009

¢ Una senial no nula puede tener
soporte finito
en tiempo y en frecuencia?

O(t—u) tiene soporte restringido a t=u

S(w)=e™ tiene energia distribuida uniformente
en todas las frecuencias

08/05/2009 APAS'2009
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_ - K
Si dn constantes K ye >0/ f(CO)SM,,M

Entonces [ €C”

.f(@) tiene decaimiento rapido a altas frecuencias,
solo si f tiene variaciones regulares en el tiempo.

La energia en el dominio temporal debe estar
desparramada en un tiempo “largo”.

08/05/2009 APAS'2009

Solucién?
¢, Reducir la dispersion temporal de f?

Como?
¢, Con un cambio de escalade f?

2

Si f.(1)= j;f(;j con s <1, entonces 7, 2 i

pero . (w)=+/s f(sw) es dilatada en 1/s

08/05/2009 APAS'2009
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Dilatacion en tiempo vs. frecuencia

s= 1,5,0.2,0.05

0= YY) (@)

08/05/2009 APAS'2009 9

Las concentraciones de energia en tiempo y
frecuencia estan restringidas por e/

Interpretacion en Mecénica Cuantica:

El estado de una particula unidimensional es descripto por una
funcion de onda | € LI'(R)

08/05/2009 APAS'2009 10
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fel’®)

BiON
HfH

7 (@)
27 HfH el

HfH jtf(t) dt ol = Tidl j(t—u)z\f(t) dt

£= o/f(@)d &y 7 (@)

2 1
Cw="T""12 (
24 [ i

88/04/2009 ABAS3009 i

Teorema (de Incertidumbre de Heisenberg):

La varianza temporal y frecuencial de f € L’ (R) satisfacen
Jf 05) > —

La igualdad es valida si y solo si existen (u,&,a,b) € 9% x C? tales

f(t)=aexp[iét—b(t—u)’]

Gabor Chirps

que

88/04/2009 ABAS3009 12
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Teorema

Si f= 0, tiene soporte compacto, entonces | (@) no puede ser
nula en todo un intervalo.

Reciprocamente, si | () tiene soporte compacto, entonces f(t)
no puede ser nula en todo un intervalo.

88/04/2009 ABAS3009 13

Contenidos

Introduccién

Elementos de Mateméticas avanzadas. Operadores lineales. Proyecciones.
Espacios vectoriales. Filtros lineales invariantes en el tiempo. Integrales de
Fourieren L1 y en L2. Propiedades. Filtros lineales discretos invariantes en el
tiempo. Sefiales finitas.

Andlisis tiempo-frecuencia

La transformada Fourier por ventanas. La transformada ondita. Frecuencia
instantanea. Energia tiempo-frecuencia instantanea.

Marcos

Teoria de Marcos. Marcos en Fourier y en onditas. Invariancia ante traslacion.
Transformada Ondita Diadica.

Bases Ondita.

Bases onditas ortogonales. Aproximaciones Multirresolucion. Funciones escala.
Filtros espejo conjugados. Clases de bases ondita. Onditas y bancos de filtros. Bases
biortogonales.

Aplicaciones.
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Atomos tiempo-frecuencia/tiempo-escala

Una transformacion lineal tiempo-
frecuencia,

correlaciona f(t) con una familia c I*(R
de ondas concentradas en {¢Y}Yer ( )

tiempo y en frecuencia 1

¢,

Atomos tiempo-frecuencia

2

Tf(y) = [ £().05(0)dt =< [, b, >

08/05/2009 APAS'2009 15

Atomos tiempo-frecuencia/tiempo-escala

3}, = W) o], =1

Por Parseval:

Tf) = [ £(0.050)dt = =] F(0).4;(0)d o
R T &

* Sjlos atomos son “casi” cero fuera de un cierto entorno de un valor
temporal u, entonces el producto interno temporal depende de .....

» Sila transformada de Fourier de los atomos son “casi” cero fuera de un

cierto entorno de un valor frecuencial &, entonces el producto interno
frecuencial depende de .....

08/05/2009 APAS'2009 16
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Atomos tiempo-frecuencia/escala-ejemplos

Los atomos de Fourier por ventanas

¢,(0) =g, ()= g(t-u)

Modulacién en frecuencia Trasacion temporal

Los a&tomos ondita o wavelet

‘I’y(t)=\Ifs,u(t)=\|fs(t—u):%\l,[f—uj

S

Dilatacion

08/05/2009 APAS'2009 17

Recordando que:

Fourier

di—u) - e f(o)

Fourier

) > flo-8)

Fourier

ocls) - |s|f (s o)

08/05/2009 APAS'2009 18
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WET y WT

Los nuacleos son atomos Fourier por ventanas o atomos ondita:

1) = | £0-4,0dt = F @) (@)
% &

Tienen su energia bien localizada en el tiempo

Sus transformadas de Fourier

Tienen su energia bien localizada en bandas de frecuencia

08/05/2009 APAS'2009 19

Cajas de Heisenberg

Werner Karl Heisenberg (1901- 1976). Fisico aleman
Premio Nobel de Fisica 1932
rFundamentos de la mecénica cuantica matricial.

La localizacion tiempo frecuencia /escala de
() = [ £0).-0; ().t =< [0, >
R

depende de la dispersion temporal y frecuencial/escala del &tomo

2 2
0, =<0,.0,>=[[6,0] ar =1
R
Se puede interpretar como una
distribucién de probabilidad
08/05/2009 APAS'2009 20
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Cajas de Heisenberg

2
Uy = .[t |¢v (t)| dt Centro de masa temporal
R

gtz (y)= ,[(t _ uy)z |¢y (t)|2dl Dispersion temporal
R

Plancherel J &V (o))rdo) = 27'{[ “by (f)‘zdt = H‘byuz
R R

N Centro d
b (w)‘ do entro de masa
U frecuencial/escala

1
& :2_11;[0)

o’ (y) = ZLJ. (0-§,)? &,y (@)‘Zd(y) Dispersion
T R

frecuencial/escala

08/05/2009 APAS'2009 21

Caja de Heisenberg

()]
c,(y)
g, c,(v)
t
uY
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Transformada de Gabor

Denis Gabor (1900, Budapest - 1979, Londres)
Fisico judio hingaro — Huye de Alemania en 1933.
Inventor de la holografia (1947).

Premio Nobel de Fisica en 1971

D. Gabor “Theory of communication”, Journal of
the Institute of Electrical Engineers, Vol 93-11I, pp
429-457, 1946.

1. g: realy simétrica g(t)=g(-t)
2. i
g, ()=e"gt—u)

|=1

(&) =< f.8,. >= [ [(D)g(t—u)e ™ dr

3. Se la normaliza: |gwi

08/05/2009 APAS'2009 23

Transformada de Gabor

gt)=e™"

() = % [ e

T. Gabor es un caso particular de la

Short time Fourier transform = Windowed Fourier transform

08/05/2009 APAS'2009 24
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(Funciones analiticas)

Senal analitica

S(f) sefial real

z,(t) = s(t) +i |H{s(®)} + s(t) +iivp+jw@du

a,(t) = z,(7)
1 d
qm=EEMQm]

08/05/2009 APAS'2009
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Representacion de una s. analitica

ai Sefial Real b) Sefial Analitica
/J."\ 4 WO ‘
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Su transformada de Fourier

z,(f) =s(t) +i H{s(t)}zs(t)ﬂivp]w@du
27~ S t-u

Z (w)=S(w)+i (—i sign(w)) S(ow) =2U(w)S(w)

1 siw=0

0 siow<0

U(a))z{

f)eC>FIf O1=FI/T (-o)

s() eR—> FIs' ]=Fls()]=Fls] (-0) — §(-0) =S (o)

08/05/2009 APAS'2009
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Sefial Analitica

Definicion: Un funcion £, eL?(R) se dice analitica si
su transformada de Fourier es nula para frecuencias

negativas: f.(@)=0 si w<0

Una funcion analitica es compleja pero
esta integramente caracterizada por su parte real:

f =Realf,]

1)

AR ACRIACD) 2 [2f@) si 020
f(w)= 5 > f.(@) { N

La sefal analitica f,(z) asociada a una sefial real f(z)

es la transf. inv. de Fourier de la (1).

08/05/2009 APAS'2009 29

Parte Analitica Discreta

fIn] ,conn=1,..., N una sefal discreta real

(k) si k=0,N/2
F.() =127 (k) Si 0<k<N/2
0 N/2<k<N ypargk<0

f,() = F[f, (k)]

08/05/2009 APAS'2009 30
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Parte Analitica: Ejemplo

/(1) = acos(@,t+9)|

=2 (exp(@, 1 + @) +explrias 1+ 9))

f(@) = malexpg) (e~ w,) +exp(i §) (@ +w,)]

f.(@) =27 a exp(i §) S (- w,)

f,()=a expli(w, 1 +4)]

08/05/2009 APAS'2009 31

Aplicacion
es

» Comunicacion de Sefiales = Modulacién en frecuencia

* Modelos de sonido Aditivo =» musica
N voz hablada =» formantes

08/05/2009 APAS'2009 32
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Transformada Ondita Continua

CwrY (R) — I2(%?)
;o o> T (f) =wf

Ve LZ(SR)/Il//(t) dt=0, Hl//” =1 ycentradaen t=0
R
V. () =iw(1_”j
sl "\ s

,@)={ )= [ 10 TS‘ o=

S

08/05/2009 APAS'2009

33

i/ Ondita Analitica

¢, Para qué usamos una ondita analitica?

Analizar la evolucion temporal de los tonos de
frecuencia

¢Porqué?

Separa la informacién de la fase y

de la amplitud de la sefial compleja.

08/05/2009 APAS'2009
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Transformada Ondita Analitica
Cwr A(R) - IF(R?)
f - CWT(f)= W,// f

v eLZ(iR)/_[l//(t) dr=0, |y|=1 y

" t—u\

v, () =iw(
u,s \/m < }

,@)={ )= [ 10 TS‘ (=

S

08/05/2009 APAS'2009
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Dispersion temporal del dtomo ondita

7 2| 2 T AR
J;(t—u) |y/ (t] dt=£(t—u) m:// tlar

¢ , 1 2
= _J. (sv) mhﬂ(v)‘ s dv

2 __2
=5°0;

08/05/2009 APAS'2009
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Localizacion frecuencial del atomo ondita

v analitica = y(w)=0 si <0

2

¢ Frecuencia central de ¥ ? n =% jw|y7(w)| do
0

¢ Frecuencia central o, de y, ¢ ?

1/7,,,5(0))=Zlmjwl,,s(l)exp[—iwt]dt— J\f ( Jexp[ iot]dt =

27[1 fm

2:7"[ sexp[—za)u” exp[ 1(0)5)"]

,[ v)expl—iw(sv+u)]sdv= p=lt

N

I/’)u,s (a)) = \/;eXp[—ia)u] l//(sa)) n (Du,sz n/s

08/05/2009 APAS'2009

Dispersion frecuencial del atomo ondita

¢, Dispersion en Frecuencia de v, s ?

—j(w o,,)

= 21;z j(a)—j W (so) da)—j( j \W(V)‘ dv

vV=Sw
02 inf 7y
o =S—;’ c’ ! (-2 o[ dy

08/05/2009 APAS'2009

Vs (a))‘ do= 21 j[m —j ‘\/E exp[—z a)u] t//(sa))‘ do=

38
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Resolucion tiempo-frecuencia del dtomo
/J"‘- -

Vs Centradaenu Dispersion temporal

2 2 2
vee =S5 Oy
v
v, Jul
Frecuencia central o, de v, 1 5
®ys= /S L
3|q,
Dispersion en Frecuencia de v, . {01 P
o2 S wl—:”s_“
2 @ Yus U3,
O =2 0 nDLuv“ % }v .
S
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Escalograma
2
2 Ui
By f(@,&) =W, f(us) =|W,f “

Escalograma

B, f densidad de energia local
en la caja de Heisemberg de cada ondita v,

centrada en (u,£)=(un/s)
Frecuencia central

? ('OU.S de \VU..S
L 1 % 2
7 - ~
£=7 |_:|IGT 77=2—Ia)|l//(a))|da)
T
0 ~
o u : Frecuencia central de ¥/

08/05/2009 APAS'2009
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Completitud de la Ondita Analitica

Teorema: Sea

JEL(D), va(u,s)zé W, f,(u,s).

+00 2
Si C,= ja)'l\t/?(a))\ do<+o yfesreal,
entonces?

1) =éReﬁ+wWWf<u,s> - s |

— Inversibilidad

+00+00

2 d
Hf(f)Hz =— j j ‘ %f(u,s) ‘zdu—: )
Cw 0 - N
Conserv. Energia

+00+00

2 2
&=1/s o = i J. J. By f,8)dudS . pensidad de energia local
= y 0 tiempo-frecuencia

08/05/2009 APAS'2009 41

Ventanas Ondita Modulada

Una ondita analitica puede construirse con una modulacién
en frecuencia de una ventana real y simétrica g

()

y(©) =) explny) > [j(@)=&@-n) ”%

0 N %
Si g(w)=0 para [@/>n = Pl@)=0 si w<0 .. yes
analitica
grealypar = g realysimétrica = v tiene frec. central y
()| = sup /() = 2(0)
weR
08/05/2009 APAS'2009 42
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Las Onditas de Gabor

w(t)=g()explint  con g(f)=( 21)1/4@‘ z_tz]
or 2

¢ Son analiticas?

(@) = g(0-n) 2@ =laon) exd 7 j

Si o’w’ >>1 entoncesg(w)~0 - » ¥(w)~0 parajo|>7

oc’w® o'n® 1

Si |a)|>77 5 5 5

v se dice aproximadamente analitica

08/05/2009 APAS'2009 43

Ejemplo 1: Onda Sinusoidal — Ondita

Gaussiana f (t) — a exp (i o, t)
W, f(u,5) =as " (se,) explia, u) = av's (s, —17) explica, u)

By, ) =< |, fuss)[ =a é{n(%—ln

Escalograma Normalizado

2

3
7

¢Donde es maximo?

=&

08/05/2009 APAS'2009 44
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Ejemplo 2: Ch1rp l.ineal - Ondita Gaussiana

f(e)=exp(iat?)
1 2 4o’ e —o? 2
—|Wf(u,s)| =(—2 ; J ex;{—z - 4»(77—2asu)J
s

1+4s“a“o 1+4s°a’o

Sea u fijo
Si4a’sto? <<1 = %PWf(u,f) es funcién Gaussiana de s
¢Donde es maximo?  n/s=2au

$u) = au’ Ew)=nls=2au=¢'()
Frecuencia

08/05/2009 APAS2009 Instantanea

Chirp Lineal: Escalograma Normalizado
(¢/Ondita: de Gabor)

f() =explaw,t*)

R b 1 ) I
0 01 0z 03 04 05 06 07 0e 09 1

b) Hin

400+

a0 100 150 200 250

08/05/2009 APAS'2009 46
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Escalograma Normalizado y Phase compleja @,,(u,$)

fit)

£() =cos(a, 1) o
£(t) =cos(a, ) o
() = cos(as 1) exp(=h, 1*)

. . . . . . . . . it
100 200 300 400 800 600 700 800S00 1000

S=htht ”

1,0 = costa, 1) expcb, ) :é+ L
T

Ancho de Banda de los
atomos ondita
es proporcional a

1/s=E/n
e ———
08/05/2009 APAS'2009 47

Espectrograma Pq f(u &)y fase compleja de Sf(u,&)

@ 0

2F
1
0
1
2

L I L I I L I L I it
100 200 300 400 500 600 700 800 SO0 1000

(b)

©
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Onditas Discretas
(Daubechies, 1992)

f(t) = muestreada uniformemente en intervalos N en [0,1]

Wf{u,s) solo puede calcularse para escalas N -/ <s < [

» normalizar la distancia de muestreo a 1
» considerar la sefial dilatada f{z) = f(#/N)
* Wftu,s) = N2 Wf(Nu, Ns) (por cambio de variables)

08/05/2009 APAS'2009
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Onditas Discretas: Escalas y Octavas

{fIn]} la sefal discreta de tamafio N

DWT f(u,s) se calculaaescalas s=a’/ ton @ a=2"v

escalas intermedias en cada octava / 2/, 2/%1).

v : nUmero de voces 0 sub-octavas

08/05/2009 APAS'2009
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Recubrimiento Tiempo-Frecuencia

y Tiempo-Escala
Time - Frequency Time - Scale
A
’ o
g !
T Y
w
Time —-> Time —>

08/05/2009 APAS'2009 51

Particiones del Plano Tiempo-Escala

Discrete Dyadic Grid
O O o O o O o O 0 O 0 0 O O 0

s=al .
u=n.al B
a=2 0? o o o o o] o} o]
‘} o o] O
8
Continuous Dyadic Grid
s=ai 0000000000000 0O0
1]
u=n. kS
) Wy 0 00 00 0O OO OO0 00 00
\}OOOOOOOOOOOOOOO
88888888888 88¢8§8

Time —->
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LLa Ondita Discreta escalada

w(t) ondita con soporte en /-K/2,K/2]

Para2 < a/<NK' y [n]= 1< vl =
Va'  \a’

Ondita Discreta escalada por «.

Tiene K a/ valoresno nulosen /-N/2,N/2]
U

escalaa/>2

De otro modo el intervalo de muestreo podria ser mas grande que el
supp de v

08/05/2009 APAS'2009 53

EEG - Descomposicion Diadica

Sefial Original - M = 2048

] " | |
7 n b ) 'Iv LI
2 Y 4 D e T
z ¥ ey
o LA . et

NI v [
% £

=7 Ea AT Y B T

96
o
98
bl

Coeficientes de la funcian escala
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