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Introduccién
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Motivacion: sefiales que cambian en el tiempo
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Introduccién
000000 o

Motivacion: Repaso de TF

Transformada continua de Fourier

o Dada una sefial f(t) € L' (R) (o bajo ciertas condiciones en L? (R))
se define su transformada de Fourier como:
F(Q) = [%_ f(t)e %t
y la transformada inversa de Fourier como:
f@)= % [T F(Q) eI % dQ)

A

Algunas propiedades atiles de la Transformada de Fourier
e Convolucién: La transformada de f(t) x g(t) es F(2)G(Q2)
o Multiplicacién: La transformada de f(t)g(t) es 5= F(Q) * G(Q)
o Desplazamiento: La transformada de f(t — u) es e 7" F(Q) |

o Modulacién: La transformada de /¢! f(t) es F(Q — ()
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Introduccién
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Motivacion: Repaso de TF

Transformada de Fourier de Tiempo Discreto (DTFT)

@ Suponemos una sefial muestreada z[n| de duracién infinita.
oo

o La TFTD se define como X (&%) = Z x[n]e Ivn
n=—oo
@ Notar que las exponenciales dependen de la variable continua w, y por
lo tanto X (e7“) es una funcién continua (y periédica).
@ La variable w se mide en radianes, y se relaciona con la frecuencia
analégica Q por Q) = wfs donde f; es la frecuencia de muestreo.

o La TFTDI es z[n] / X (e7)el dw
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Introduccién : i izaci6n e interpretacion reconstruccion
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Motivacion: Repaso de TF

Transformada Discreta de Fourier (TDF)

Suponemos una sefial muestreada z[n| de duracién finita N, con
0<n<N-—1.

Suponemos que z[n| representa un periodo de una sefial periddica de
periodo V.

N-1 ,
La TDF se define como X[k] = Z x[n]e_]?vk
n=0
La variable k indica el indice de la frecuencia discreta, siendo w = %

la correspondiente frecuencia segun la TFTD

La frecuencia analégica correspondiente sera ) = %fs

. j27kn
N

1
La TDFl es z[n] = N Z X|[k]e
0
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Motivacién: STFT

Frecuencia [Hz]

1
Tiempo [s]

~
L
©
2 -40
[
3
g -60
I
-80
-100 —_
Nl
0.4 0.6 0.8 1 12 1.4 1.6 >
Tiempo [s] E
72}

Leandro

de septiembre de 2023 /31



Introduc:
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Motivacién: STFT
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STFT
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Condiciones
@ Sea ¢g(t) una ventana real y simétrica (g(—t) = g(¢))

e En general suponemos que ||g(t)|| =1
o Generamos a partir de ella el dtomo tiempo-frecuencia:

Gue(t) = g(t — u)el®t

A

o STFT: Sf(u,&) = foooo f(t)g;‘:,g(t)dt
o STFT: Sf(u,&) = foooo ft)g(t —u)e I8tdt
e Espectrograma: Pf(u,&) = |Sf(u,&)?
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STFT
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Resolucién tiempo frecuencia

Resolucion temporal
o Como |[|gu¢(t)|I?
probabilidad.

=1, se puede interpretar como una distribucién de

oo
@ Localizacién temporal: @ :/

(0.9}
o Varianza temporal:o? :/

- wPlaucOPat = [ Plgtoar

—00
o Es decir, la dispersién temporal es igual a la de la ventana usada y no
depende de u ni de &

tlgue(t)Pdt = u

—00
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i6n e interpretacién reconstruccién
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Resolucién tiempo frecuencia

Resolucién Frecuencial

o La TF del atomo tiempo-frecuencia es G, ¢(Q) = G(Q — &)e 7429

2
e Como w =1, se puede interpretar como una distribucién de
probabilidad.

1 [
@ Localizacién frecuencial: 2 = 2/ Q|G e()Pd2 = ¢
™ —00
1 (e}
e Varianza frecuencial:od = 2/ (Q — &)?|Guwi(Q)?dQ2 =
™ — 00

- /OO 02|G/(Q)|d

@ Es decir, la dispersién frecuencial es igual a la de la ventana usada y
no depende de u ni de &

A4

S
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STFT
000000

Resolucién tiempo frecuencia

Principio de incertidumbre de Heisemberg

La varianza temporal y frecuencial de los atomos tiempo-frecuencia
satisfacen la inecuacién

o1oQ >

N~

8, (@] — i
. u.g H
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\gu.g o1 |
SN o

0 u ) v t
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STFT
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Resolucion Tiempo-frecuencia

Ventana Gaussiana Transformada de Fourier de la ventana
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Discretizacion e interpretacion
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Outline

© Discretizacion e interpretacion
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Discretizacion e interpretacion
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Interpretacién 1

@ Supongamos que utilizamos un muestreo t = nT con —oo < n < 0O
para obtener z[n| = f(nT)
@ Definimos:
oo
X, (M) = Z w[n — m)x[m)e 7™
m=—00
@ Interpretacién 1: Calculamos la transformada de Fourier de una sefial
ventaneada.

sinc(i)
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Discretizacion e interpretacion
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Interpretacién 2

@ Cambiando las variables Xn(ej“’) =
° o

Z w[m]z[n — mle 1@ m) = gmiwn Z z[n — m)(w[m]el™)
m=—oo m=—oo
@ Interpretacién 2: Filtrado (convolucién) de la sefial con el filtro w[m]
modulado (desplazado) a la frecuencia w
@ En ambas formulaciones m es una variable temporal global.

e Para sefiales de longitud finita NN,
N-1
X, (e?¥) = g9 Z wlm)z[n — m]e/™

m=0

sinc(i)
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Discretizacion e interpretacion
000800

Discretizacion

o Esta representacién es altamente redundante.

o El tiempo n avanza de a una muestra, durante las N muestras.

o La transformada de Fourier se calcula sobre m que también varia
sobre las N muestras, aunque la ventana de longitud P haga cero la
mayoria de esas muestras.

@ Cambiando la variable m por —m tenemos
N-1

X, (e7%) = e7Iwm Z w[—m]z[n + m)e 7™
m=0
@ Submuestreamos el tiempo en intervalos 7R, y la transformada de
Fourier la calculamos con una DFT sélo sobre la longitud de la

ventana P, y eliminamos la modulacién.

P-1
X[r k] = Z w[m]z[rR + mle™ “p ~
m=0 \g

@ Ahora el indice m recorre el tiempo local de una ventana
8 de septiembre de 2023 20 / 31
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Discretizacion e interpretacion
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Frequency (kHz)
Power/frequency (dB/Hz)
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Discretizacion e interpretacion
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Frecuencia

Frecuencia
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Inversion y reconstruccién
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Outline

@ Inversién y reconstruccién
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Inversion y reconstruccién
0000000

Inversion

Caso continuo

Para Sf(u,§), su inversa es:

10 = 5= [ STt — we"dud

Caso discreto sin submuestrear

Para X, (¢’w), suponiendo que w[0] # 0, su inversa resulta:

X, (e7)) ! dw
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Inversion y reconstruccién
0000000

Reconstruccidn

@ Para la versién submuestreada y calculada con la TDF no es tan
sencillo.

o Recordamos que X|[r, k] = Y0 ~1 wim]z[rR + m]e™ ITE fue
calculada con una TDF, y la variable m mide el tiempo local.

@ La inversion de esta TDF produce
N P—1
Ep[m] = wlmlz[rR+m] = £ > 1o X[r,kle/ P

@ Si retomamos el tiempo absoluto n de la sefial original de longitud N,
esto es equivalente a Z,[n — rR] = w[n — rR|z[n]

@ Como podemos combinar estos segmentos de tamafio P que estan
desplazados R muestras entre si para reconstruir la sefial?

27'rkm

sinc(i)
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Inversion y reconstruccién
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Reconstruccion por Overlap Add (OLA)
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Inversion y reconstruccién
0000000

Reconstruccion por Overlap Add (OLA)

e Combinamos los segmentos Z,.[n — rR] para construir la sefial
completa, usando una ventana v
z[n] = g v[n — rR)&.[n — rR]
T

= Zv[n — rRJw[n — rR|x[n]

T

= z[n] Zv[n —rRjw[n — rR]

T

@ De esta forma vemos que la condicién de reconstruccién perfecta es
>, v[n—rRlwn—rR] = 1.
@ Si se usa una ventana cuadrada en la reconstruccién esto se convierte~
2
5]

en) whn—rRl=1
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Inversion y reconstruccién
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Reconstruccion por Overlap Add (OLA)
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itroduc STF scretizacién e interpretac Inversion y reconstruccién
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Efecto de modificaciones

@ Si no se hizo ninguna modificacién a la transformada, el método OLA
puede producir una reconstruccién (casi) perfecta.

e Si se modifico el espectro, no necesariamente existe z[n| que sea la
transformada inversa de lo que generamos!

@ Ejemplo de uso 1: filtrado lineal de secuencias muy largas con filtros
cortos (Efectos digitales a audio que se estd generando, por ejemplo)
— en general funciona muy bien!

e Ejemplo de uso 2: filtrado de Wiener en el dominio frecuencial (Clase
6) u otras formas de enhancement — la reconstruccién sera hacia la
sefial mas parecida.

@ Ejemplo de uso 3: Modificacién de la escala temporal. Se
“remuestrean” las ventanas temporales (phase vocoder)

@ Ejemplo de uso 4: Modificaciéon de la frecuencia fundamental. Se
modifica la escala temporal, y después se remuestrea para volver a la .
escala temporal anterior. Si la escala temporal era mayor que la

original, se aumenta el pitch y viceversa.
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