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Filtrado de Wiener

Introducción

Norbert Wiener
1894 - 1964
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Filtrado de Wiener en tiempo Filtro de Wiener en frecuencia Descenso por gradiente LMS RLS

Problema de filtrado estadístico

Filtro Lineal
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Introducción
El problema consiste en diseñar un sistema tal que para una entrada y[n]
se obtenga una señal de salida d̂[n] tan cercana (en algún sentido) a una
señal deseada d[n] como sea posible.
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Problema de filtrado estadístico

Esto puede hacerse calculando el error de estimación e[n] y diseñar el filtro
que lo minimice.
El filtro óptimo que minimiza el error cuadrático medio se llama filtro de
Wiener.

En principio pueden ser tipo FIR o IIR, pero suelen utilizarse los de tipo
FIR porque (1) son inherentemente estables y (2) la solución es lineal y
fácil de calcular.
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Filtro de Wiener

Suponiendo un sistema FIR, tenemos:

d̂[n] =

M−1∑
k=0

h∗[k]y[n− k] n = 0, 1, 2, . . .

donde h[k] son los coeficientes del filtro y M el número de coeficientes.

Criterio de optimalidad

Consideraremos al error cuadrático medio del error (de estimación) como
criterio de minimización.
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Filtro de Wiener en tiempo

Calcularemos el error de estimación e como:

e = d− d̂
= d− h∗Ty.

donde h = [h0, h1, h2, . . . , hM−1]
T es el vector de coeficientes del filtro y

y = [y[n], y[n− 1], y[n− 2], . . . , y[n−M + 1]]T es el vector con M
muestras pasadas de la entrada.

Consideraremos la función de costo J a minimizar:

J = E
{
|e|2
}
.
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Filtro de Wiener en tiempo

Minimización del ECM

J = E
{
|e|2
}

= E
{(
d− h∗Ty

) (
d∗ − y∗Th

)}
= E

{
|d|2
}
− h∗TE {yd∗} − E

{
dy∗T

}
h + h∗TE

{
yy∗T

}
h

= E
{
|d|2
}
− h∗T ryd − r∗Tydh + h∗TRyyh.

donde ryd
def
= E {yd∗} es el vector de correlación cruzada entre la entrada

y la señal deseada, de tamaño M × 1, y Ryy es la matriz de
autocorrelación de la señal de entrada de tamaño M ×M .
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Filtro de Wiener en tiempo

Minimización del ECM

Aquí ryd
def
= E {yd∗} puede expresarse como:

ryd = [ryd[0] ryd[−1] . . . ryd[1−M ]]T ,

donde

ryd[−k] = E {y[n− k] d∗[n]} , k = 0, 1, 2, . . . ,M − 1.
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Filtro de Wiener en tiempo

Principio de Ortogonalidad

Sea e = d− d̂ el error de estimación. h minimiza el error cuadrático medio
J = E

{
|e|2
}
si se elije tal que E {y[k]e∗} = E {ey[k]∗} = 0,

k = 0, 1, . . . ,M − 1, esto es el error es ortogonal a las observaciones.
Además el error cuadrático medio mínimo está dado por
E {de∗} = E {ed∗}

Para demostrarlo, considere un vector h cualquiera y el vector h⊥ que
resulta en ortogonalidad.

e = d− h∗Ty = d− (h⊥)∗Ty + (h⊥ − h)∗Ty = e⊥ + (h⊥ − h)∗Ty

donde e⊥ representa el error de estimación si se usa h⊥.
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Filtro de Wiener en tiempo

Principio de Ortogonalidad
Observe que:

E|e|2 = E
{(
e⊥ + (h⊥ − h)∗Ty

)(
e⊥ + (h⊥ − h)∗Ty

)∗}
Eliminando los términos que son cero por hipótesis se reduce a:

E
{
|e|2
}

= E
{
|e⊥|2

}
+ E

{
|(h⊥ − h)∗Ty|2

}
Esta expresión es mínima cuando h = h⊥ y el error mínimo resulta :

J = E
{
|e⊥|2

}
= E

{
(d− h⊥y)(e⊥)∗

}
= E

{
d(e⊥)∗

}
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Filtro de Wiener en tiempo

Solución
Podemos hallar el gradiente de J con respecto a h e igualar a cero o
reescribir J de la siguiente forma:

J = E
{
|d|2
}
− r∗TydR−1yy ryd + (Ryyh− ryd)

∗T R−1yy (Ryyh− ryd) .

donde solamente el tercer término depende de h.
Si Ryy es definida positiva, existe su inversa y entonces el menor valor de
J se alcanzará cuando:

(Ryyh− ryd)
∗T R−1yy (Ryyh− ryd) = 0

y por lo tanto
Ryyh− ryd = 0.
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Filtro de Wiener en tiempo

Solución
Resolviendo la última ecuación para h se obtiene:

h = R−1yy ryd

Es la conocida ecuación de Wiener- Hopf y puede resolverse con técnicas
numéricas eficientes, como el algoritmo Levinson-Durbin, que aprovechan
las propiedades de la matriz Ryy (simetría Hermitiana y Toeplitz).
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Filtro de Wiener en tiempo

Filtro de Wiener y predicción lineal
Observe que si se establece como señal deseada la señal de entrada
d[n] = y[n], entonces el filtro de Wiener es un filtro de predicción lineal.
Esto significa que intenta predecir el valor de y[n] conociendo M valores
anteriores de la entrada.
En este caso las ecuaciones Wiener-Hopf son idénticas a las de
Yule-Walker para resolver los parámetros de un proceso AR.
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Filtro de Wiener en frecuencia

Filtro smoothing de Wiener
Consideremos un filtro no causal de duración infinita:

d̂[n] =

∞∑
k=−∞

h[k]y[n− k], −∞ < n <∞

Esto equivale a escribir la convolución

d̂[n] = (h ∗ y)[n].

Por lo tanto en el dominio de la frecuencia tenemos

D̂ (ω) = H (ω)Y (ω) .
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Filtro de Wiener en frecuencia

Filtro smoothing de Wiener
Podemos definir el error de estimación en la frecuencia ω como:

E (ω) = D (ω)− D̂ (ω)

= D (ω)−H (ω)Y (ω) .

Necesitamos calcular H (ω) que minimice el error cuadrático medio en el
dominio frecuencial E

{
|E (ω)|2

}
.
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Filtro de Wiener en frecuencia

Filtro smoothing de Wiener

E
{
|E (ω)|2

}
=E {[D (ω)−H (ω)Y (ω)]∗ [D (ω)−H (ω)Y (ω)]}

=E
{
|D(ω)|2

}
−H (ω) E {D∗(ω)Y (ω)}

−H∗ (ω) E {Y ∗(ω)D(ω)}+ |H(ω)|2 E
{
|Y (ω)|2

}
.

Debemos notar que Pyy(ω) = E
{
|Y (ω)|2

}
es el espectro de potencias de

y[n] y Pyd(ω) = E {Y (ω)D∗(ω)} es el espectro de potencias cruzado de
y[n] y d[n].
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Filtro de Wiener en frecuencia

Filtro smoothing de Wiener
Podemos escribir entonces:

J = E
{
|E (ω)|2

}
=E

{
|D(ω)|2

}
−H (ω)Pyd(ω)

−H∗ (ω)Pdy(ω) + |H(ω)|2 Pyy(ω).
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Filtro de Wiener en frecuencia

Filtro smoothing de Wiener

Derivando J con respecto a H(ω) (válido para cada ω) e igualando a cero
podemos hallar el valor óptimo de H(ω) para minimizar el ECM:

∂J

∂H(ω)
= H∗(ω)Pyy(ω)− Pyd(ω)

= [H(ω)Pyy(ω)− Pdy(ω)]
∗

= 0.

Hacemos uso aquí de la igualdad Pyd(ω) = P ∗dy(ω). Resolviendo
obtenemos la forma general del filtro de Wiener en el dominio frecuencial:

H (ω) =
Pdy(ω)

Pyy(ω)
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Filtro de Wiener para reducción de ruido

Consideremos el caso de una señal “limpia” x[n] con ruido aditivo w[n].
Sea y[n] = x[n] + w[n].
Aquí la señal deseada d[n] es la señal limpia: d[n] = x[n]. El objetivo del
filtro de Wiener es producir un estimado de la señal limpia x[n].

Ejercicio
Deduzca el filtro de Wiener en el tiempo, teniendo en cuenta que:

Ryy = E
{
yyT

}
= E

{
(x + w) (x + w)T

}
.
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Consideremos el caso de una señal “limpia” x[n] con ruido aditivo w[n].
Sea y[n] = x[n] + w[n].
Aquí la señal deseada d[n] es la señal limpia: d[n] = x[n]. El objetivo del
filtro de Wiener es producir un estimado de la señal limpia x[n].
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Filtro de Wiener para reducción de ruido

En frecuencia planteamos:

Y (ω) = X(ω) +W (ω)

Necesitamos estimar Pdy(ω) y Pyy(ω). Como en este caso D(ω) = X(ω),
tenemos:

Pdy(ω) = E {X(ω) [X(ω) +W (ω)]∗}
= E {X(ω)X∗(ω)}+ E {X(ω)W ∗(ω)}
= Pxx(ω).
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Filtro de Wiener para reducción de ruido

Similarmente:

Pyy(ω) =E {[X(ω) +W (ω)] [X(ω) +W (ω)]∗}
=E {X(ω)X∗(ω)}+ E {W (ω)W ∗(ω)}

+ E {X(ω)W ∗(ω)}+ E {W (ω)X∗(ω)}
=Pxx(ω) + Pww(ω).
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Filtro de Wiener para reducción de ruido

Finalmente, el filtro de Wiener en el dominio frecuencial es:

H(ω) =
Pdy(ω)

Pyy(ω)
=

Pxx(ω)

Pxx(ω) + Pww(ω)
=

1

1 + Pww(ω)
Pxx(ω)

Variante: Filtro de Wiener paramétrico

H(ω) =

(
Pxx(ω)

Pxx(ω) + aPww(ω)

)β
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Ejemplo de aplicación
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Filtrado adaptativo

Introducción
Los filtros adaptativos tradicionales funcionan bajo el principio de
minimizar el error cuadrático medio entre su salida y una señal objetivo o
deseada.
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Filtrado adaptativo

Introducción
Los filtros adaptativos tradicionales funcionan bajo el principio de
minimizar el error cuadrático medio entre su salida y una señal objetivo o
deseada.
Estudiaremos los filtros adaptativos de descenso por gradiente más
pronunciado, LMS y RLS, que son formulaciones adaptativas muestra a
muestra del filtro de Wiener.
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Filtrado adaptativo

Aplicaciones típicas
Identificación de sistemas.
Ecualización de sistema (filtrado inverso).
Predicción lineal.
Cancelación de ruido.
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Filtrado adaptativo: configuraciones

Identificación de sistemas

Sistema 
desconocido

Filtro 
adaptativo

[ ]y n [ ]d n

ˆ[ ]d n

[ ]e n
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Filtrado adaptativo: configuraciones

Ecualización

Filtro 
adaptativo

[ ]y n

[ ]d n

ˆ[ ]d n

[ ]e n

Sistema 
distorsionador

Datos de 
entrenamiento
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Filtrado adaptativo: configuraciones

Predicción Lineal

Filtro 
adaptativo

[ ] [ 1]y n s n= − ˆ ˆ[ ] [ ]d n s n=

[ ]e n

Retardo
[ ]s n

[ ] [ ]d n s n=

[ ]e n
[̂ ]s n
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Filtrado adaptativo: configuraciones

Cancelación de ruido

Filtro 
adaptativo

1[ ]w n ˆ ˆ[ ] [ ]d n w n=

[ ]e n

[ ] [ ] [ ]d n s n w n= +

[ ] [ ]e n s n≈

[ ] [ ]s n w n+
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Contenidos

1 Filtrado de Wiener en tiempo

2 Filtro de Wiener en frecuencia

3 Descenso por gradiente

4 LMS

5 RLS
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Filtrado de Wiener en tiempo Filtro de Wiener en frecuencia Descenso por gradiente LMS RLS

Descenso por gradiente

Ecuación del error
Anteriormente obtuvimos la siguiente expresión para el error cuadrático
medio J(h) = E

{
|e[n]|2

}
:

J(h) = E
{
|d|2
}
− hHryd − rHydh + hHRyyh.

Si J(h) tiene derivadas continuas, es posible aproximar su valor en una
vecindad arbitraria del punto h + ∆h utilizando la expansión de Taylor:

J(h + ∆h) = J(h) +

M−1∑
i=0

∂J(h)

∂hi
∆hi +

1

2

M−1∑
i=0

M−1∑
j=0

∆hi
∂2J(h)

∂hi∂hj
∆hj + · · ·
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Descenso por gradiente

Ecuación del error
En términos más compactos:

J(h + ∆h) = J(h) + (∆h)T∇J(h) +
1

2
(∆h)T

[
∇2J(h)

]
(∆h) + · · · .

De la expresión de J obtenemos:

∇J(h) = 2 (Ryyh− ryd)

∇2J(h) = 2Ryy

Notemos que si ∇J(h0) = 0, y R es definida positiva, entonces J es
mínimo en h0. Por ello, eligiendo (∆h)T∇J(h) < 0, obtendremos
J(h + ∆h) < J(h), es decir avanzamos hacia el mínimo.
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Filtrado de Wiener en tiempo Filtro de Wiener en frecuencia Descenso por gradiente LMS RLS

Descenso por gradiente

Descenso más empinado
Utilizaremos este resultado para obtener la solución de la ecuación de
Wiener por un método iterativo, el descenso por gradiente.

h[n+ 1] = h[n]− µ∇h∗J

h[n+ 1] = h[n] + µ (ryd −Ryyh)
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Filtrado de Wiener en tiempo Filtro de Wiener en frecuencia Descenso por gradiente LMS RLS

Descenso por gradiente

Análisis de desempeño

Sea u[n+ 1] = h[n+ 1]− h0, donde h0 es el valor óptimo h0 = R−1yyryd.
Reemplazando en la ecuación de descenso por gradiente:

h[n+ 1] = h[n] + µ (ryd −Ryyh)

obtenemos:
u[n+ 1] = (I− µRyy) u[n].

Esto implica (solución de la ec. en diferencias): u[n] = (I− µRyy)n u[0].
Queremos entonces que ĺım

n→∞
(I− µRyy)n = 0
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Descenso por gradiente

Análisis de desempeño
Consideremos la descomposición de la matriz de autocorrelación:

Ryy = V ΛV H .

Entonces si

(I− µRyy)
n

= V (I− µΛ)
n
V H

= V


(1− µλ1)

n
0 · · · 0

0 (1− µλ2)
n · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · (1− µλP )
n

V H

¿ Qué debemos pedirle a µ ?
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Descenso por gradiente

Análisis de desempeño
el algoritmo converge si y solo si cada elemento de la diagonal cumple
|1− µλp| < 1 para todo p, por lo cual:

−1 < 1− µλp < 1

0 < µλp < 2
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Descenso por gradiente

Análisis de desempeño
Obtenemos entonces :

0 < µ <
2

λMAX
Suele usarse

0 < µ <
2

traza (Ryy)

que es más conservadora y fácil de calcular (es la energía de la señal). Sin
embargo, puede dar valores muy inadecuados.
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Filtrado de Wiener en tiempo Filtro de Wiener en frecuencia Descenso por gradiente LMS RLS

Descenso por gradiente

Ecuación del error
Vimos también que

J = E
{
|e[n]|2

}
= E {e[n]e∗[n]} = E

{
e[n]

(
d[n]− hTy[n]

)∗}
.

con y[n] = [y[n] y[n− 1] . . . y[n−M + 1]]T . Podemos calcular el
gradiente:

∇h∗J = −E {e[n]y∗[n]} .

Ecuación de descenso por gradiente

h[n+ 1] = h[n] + µE {e[n]y∗[n]} .

Entonces tenemos ĺım
n→∞

E {e[n]y∗[n]} = 0 (principio de ortogonalidad)
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Filtro LMS

El algoritmo de descenso por gradiente utiliza un promedio como
estimación del valor esperado del gradiente del error. Podemos utilizar el
producto instantáneo :

Algoritmo LMS

e[n] = d[n]− hT [n]y[n]

h[n+ 1] = h[n] + µe[n]y∗[n]
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Filtro LMS

Resumen del algoritmo LMS
Parámetros:

M : longitud del filtro.
µ: tamaño del paso (0 < µ < 2

energía de entrada).

energía de entrada=
M−1∑
k=0

E
{
y[n− k]2

}
.

Inicialización: Si no hay una estimación previa de h[n], use h[0] = 0.
Datos:

Dados: y[n] : vector de entrada (N × 1) en tiempo n.
d[n] : respuesta deseada en el tiempo n.

A calcular: h[n+ 1]: estimación del filtro en n+ 1.

Cálculo: Para n = 0, 1, 2, . . . calcular:

e[n] = d[n]− hT [n]y[n]

h[n+ 1] = h[n] + µe[n]y∗[n]
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Variantes del Filtro LMS

Leaky LMS

h[n+ 1] = (1− µα)h[n] + µe[n]y∗[n]

α es un número pequeño y positivo, y 0 < µ < 2
α+λMAX

.
Mitiga problemas de convergencia pero introduce un sesgo adicional.

LMS normalizado (NLMS)

h[n+ 1] = h[n] +
µ†

ε+ |y[n]|2
e[n]y∗[n]

ε es un número pequeño y positivo y 0 < µ† < 2.
Usa un tamaño de paso normalizado y elimina la necesidad de estimar un
límite superior para µ.
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Variantes del Filtro LMS

Algoritmos de signo (para señales reales)

h[n+ 1] = h[n] + µ sgn {e[n]}y[n]

h[n+ 1] = h[n] + µ e[n]sgn {y[n]}

h[n+ 1] = h[n] + µ sgn {e[n]} sgn {y[n]}

Simplicidad de cómputo pero puede tener convergencia lenta y problemas
de estabilidad.
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Algoritmo RLS (recursive least squares)

Error acumulado ponderado

Eλ[n]
def
=

n∑
i=1

λn−i |e[i]|2

donde 0 < λ ≤ 1 (factor de olvido), e[n] = d[n]− d̂[n] = d[n]− hHy. Se
le da mayor importancia a los datos nuevos. Una medida de la memoria del
algoritmo es 1/(1− λ). Si λ = 1 el algoritmo tiene memoria infinita.
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Algoritmo RLS (recursive least squares)

El valor óptimo de h para el cual la función de costo dada alcanza su valor
mínimo, se define por las ecuaciones normales en forma matricial:

Ryy[n]h[n] = z[n].

En este caso la matriz de correlación M ×M se define por:

Ryy[n] =
n∑
i=1

λn−iy[i]yH [i].

El vector columna z[n] es la correlación entre la salida del filtro y la
respuesta deseada, pesada por el factor de olvido:

z[n] =

n∑
i=1

λn−iy[i]d∗[i].
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Algoritmo RLS (recursive least squares)

Separando el término correspondiente a i = n del resto de la sumatoria,
podemos escribir:

Ryy[n] = λ

[
n−1∑
i=1

λn−1−iy[i]yH [i]

]
+ y[n]yH [n].

Ryy[n] = λRyy[n− 1] + y[n]yH [n].

De forma similar, se obtiene la ecuación de actualización para z:

z[n] = λz[n− 1] + y[n]d∗[n].

Para estimar h debemos invertir la matriz de correlación.
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Algoritmo RLS (recursive least squares)

Lema de inversión de una matriz
Para evitar la operación de inversión, haremos uso del lema de inversión de
una matriz:
Sean A y B dos matrices definidas positivas M ×M relacionadas por:

A = B−1 + CD−1CH

donde D es otra matriz definida positiva de N ×M y C es una matriz
M ×N . Entonces:

A−1 = B−BC
(
D + CHBC

)−1
CHB
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Algoritmo RLS (recursive least squares)

Lema de inversión de una matriz
Realizamos las siguientes identificaciones:

A = Ryy[n]

B−1 = λRyy[n− 1]

C = y[n]

D = 1

Sustituyendo obtenemos la ecuación recursiva para la inversa de la matriz
de correlación:

R−1yy [n] = λ−1R−1yy [n− 1]−
λ−2R−1yy [n− 1]y[n]yH [n]R−1yy [n− 1]

1 + λ−1yH [n]R−1yy [n− 1]y[n]
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Algoritmo RLS (recursive least squares)

Por conveniencia de cálculo, hacemos:

P[n] = R−1yy [n]

k[n] =
λ−1P[n− 1]y[n]

1 + λ−1yH [n]P[n− 1]y[n]

Con estas definiciones podemos escribir la ecuación de actualización de la
inversa de la matriz de autocorrelación como sigue:

P[n] = λ−1P[n− 1]− λ−1k[n]yH [n]P[n− 1]
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Algoritmo RLS (recursive least squares)

La matriz P[n] se conoce como la matriz de correlación inversa, y el vector
k[n] como el vector de ganancia.
Trabajando con el vector de ganancia, multiplicando ambos miembros por
el denominador obtenemos:

k[n] = λ−1P[n− 1]y[n]− λ−1k[n]yH [n]P[n− 1]y[n]

=
(
λ−1P[n− 1]− λ−1k[n]yH [n]P[n− 1]

)
y[n].

La expresión entre paréntesis de la última ecuación es igual a P[n]. Por
ello, podemos simplificar la expresión y obtener:

k[n] = P[n]y[n].
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Algoritmo RLS (recursive least squares)

El resultado anterior, junto a la ecuación P[n] = R−1yy [n] puede utilizarse
como la definición para el vector de ganancia:

k[n] = R−1yy [n]y[n].
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Algoritmo RLS (recursive least squares)

Estimación de h[n]

Para cada iteración n, estimamos el vector h[n] como sigue:

h[n] = R−1yy [n]z[n]

= P[n]z[n]

= λP[n]z[n− 1] + P[n]y[n]d∗[n]

Si sustituimos la expresión de la actualización de P[n] en el primer término
del lado derecho de la ecuación anterior:

h[n] = P[n− 1]z[n− 1]− k[n]yH [n]P[n− 1]z[n− 1]

+P[n]y[n]d∗[n]

= R−1yy [n− 1]z[n− 1]− k[n]yH [n]R−1yy [n− 1]z[n− 1]

+P[n]y[n]d∗[n]

= h[n− 1]− k[n]yH [n]h[n− 1] + P[n]y[n]d∗[n]
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Algoritmo RLS (recursive least squares)

Estimación de h[n]

Finalmente, utilizando la igualdad k[n] = P[n]y[n], obtenemos la ecuación
recursiva deseada para actualizar el vector h[n] :

h[n] = h[n− 1] + k[n]
(
d∗[n]− yH [n]h[n− 1]

)
= h[n− 1] + k[n]ε∗[n]

donde ε∗[n] es el error de estimación a priori, definido por:

ε[n] = d[n]− yT [n]h∗[n− 1]

= d[n]− hH [n− 1]y[n]
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Resumen del algoritmo RLS

Inicialización:

P[0] = δ−1I (δ constante positiva pequeña),
h[0] = 0.

Para n = 1, 2, . . . calcular:

k[n] =
λ−1P[n− 1]y[n]

1 + λ−1yH [n]P[n− 1]y[n]

ε[n] = d[n]− hH [n− 1]y[n]

h[n] = h[n− 1] + k[n]ε∗[n]

P[n] = λ−1P[n− 1]− λ−1k[n]yH [n]P[n− 1]
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Conclusiones

Comparación con LMS

El reemplazo del parámetro de paso fijo µ por la estimación de Ryy
−1,

produce un impacto en la convergencia del RLS para el caso estacionario:
1 La tasa de convergencia del algoritmo RLS es aproximadamente un

orden de magnitud más rápida que la del LMS.
2 La tasa de convergencia del RLS es invariante a la dispersión de los

autovalores (número de condición) de la matriz de correlación de la
entrada.

3 El error cuadrático medio del RLS converge a cero si el número de
iteraciones n tiende a infinito.
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