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Filtrado de Wiener
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Filtrado de Wiener en tiempo
Problema de filtrado estadistico

Respuesta
deseada
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Filtrado de Wiener en tiempo
Problema de filtrado estadistico

Respuesta
deseada

d[n]

Entl’ada F||tr0 Linea' Sa“da Error

|

y[n] ho s dln] ~ e[n]

Introduccién
El problema consiste en disefiar un sistema tal que para una entrada y[n]
se obtenga una sefial de salida d[n] tan cercana (en algan sentido) a una
sefial deseada d[n] como sea posible.
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Filtrado de Wiener en tiempo
Problema de filtrado estadistico

Esto puede hacerse calculando el error de estimacion e[n] y disefiar el filtro
que lo minimice.

El filtro éptimo que minimiza el error cuadratico medio se llama filtro de
Wiener.
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Filtrado de Wiener en tiempo
Problema de filtrado estadistico

Esto puede hacerse calculando el error de estimacion e[n] y disefiar el filtro
que lo minimice.

El filtro éptimo que minimiza el error cuadratico medio se llama filtro de
Wiener.

En principio pueden ser tipo FIR o IIR, pero suelen utilizarse los de tipo
FIR porque (1) son inherentemente estables y (2) la solucién es lineal y
facil de calcular.
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Filtrado de Wiener en tiempo
Filtro de Wiener

Suponiendo un sistema FIR, tenemos:

) M—1
din] = Y W[klyln -k n=0,1,2,...
k=0

donde h[k] son los coeficientes del filtro y M el namero de coeficientes.
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Filtrado de Wiener en tiempo
Filtro de Wiener

Suponiendo un sistema FIR, tenemos:

) M—1
din] = Y W[klyln -k n=0,1,2,...
k=0

donde h[k] son los coeficientes del filtro y M el namero de coeficientes.

Criterio de optimalidad

Consideraremos al error cuadratico medio del error (de estimacién) como
criterio de minimizacion.
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Filtrado de Wiener en tiempo
Filtro de Wiener en tiempo

Calcularemos el error de estimacién e como:

e=d—d
=d-hTy.
donde h = [hq, h1, ha, ..., har—1]7 es el vector de coeficientes del filtro y

y = [y[n],y[n —1],y[n —2],...,y[n — M +1]]" es el vector con M
muestras pasadas de la entrada.
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Filtrado de Wiener en tiempo
Filtro de Wiener en tiempo

Calcularemos el error de estimacién e como:

e=d—d
=d-hTy.
donde h = [hq, h1, ha, ..., har—1]7 es el vector de coeficientes del filtro y

y = [y[n],y[n —1],y[n —2],...,y[n — M +1]]" es el vector con M
muestras pasadas de la entrada.

Consideraremos la funcién de costo J a minimizar:

J=E{le|*}.
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Filtrado de Wiener en tiempo
Filtro de Wiener en tiempo

Minimizacién del ECM

J=E{le]*} =E{(d—h*"Ty) (¢ —y*"h)}
=E{|d?} —h*"E{yd} —E{dy*"} h+ h*"E {yy*" } h
=E{|d?} —h"ry —rjih+h* Ry h.

donde rq4 & E {yd*} es el vector de correlacién cruzada entre la entrada

y la sefial deseada, de tamafio M x 1, y Ry, es la matriz de
autocorrelacion de la sefial de entrada de tamafio M x M.
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Filtrado de Wiener en tiempo
Filtro de Wiener en tiempo

Minimizacién del ECM

Aqui ryq Ly {yd*} puede expresarse como:

ryd = [Tyd[O] Tyd[—l] 000 Tyd[l — M”T,
donde

ryd[—k] = E{y[n — k]d*[n]}, k=0,1,2,...,.M — 1.
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Filtrado de Wiener en tiempo
Filtro de Wiener en tiempo

Principio de Ortogonalidad

Sea e = d — d el error de estimacién. h minimiza el error cuadratico medio
J =E{|e*} si se elije tal que E {y[k]e*} = E {ey[k]*} = 0,
k=0,1,...,M — 1, esto es el error es ortogonal a las observaciones.
Ademas el error cuadratico medio minimo esta dado por

E{de*} = E{ed*}
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Filtrado de Wiener en tiempo
Filtro de Wiener en tiempo

Principio de Ortogonalidad

Sea e = d — d el error de estimacién. h minimiza el error cuadratico medio
J =E{|e*} si se elije tal que E {y[k]e*} = E {ey[k]*} = 0,
k=0,1,...,M — 1, esto es el error es ortogonal a las observaciones.
Ademas el error cuadratico medio minimo esti dado por

E{de*} = E {ed*}

Para demostrarlo, considere un vector h cualquiera y el vector h* que
resulta en ortogonalidad.

s =4 — h*Ty —d— (hL)*Ty + (hJ_ _ h)*Ty _ eJ_ + (hJ_ _ h)*Ty

donde e representa el error de estimacién si se usa ht.
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Filtrado de Wiener en tiempo
Filtro de Wiener en tiempo

Principio de Ortogonalidad

Observe que:

Ele|? = E{(& + (bt - h)*Ty) (eJ_ + (bt — h)*Ty)*}
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Filtrado de Wiener en tiempo
Filtro de Wiener en tiempo

Principio de Ortogonalidad

Observe que:
Ble? = B {(e* + (bt —h)Ty) (¢4 + (bt —h)Ty) '}

Eliminando los términos que son cero por hipétesis se reduce a:

E{jeP} = E{le**} + E{|(b* — h)Ty]*}

Esta expresion es minima cuando h = h y el error minimo resulta :

J:E{|€L|2} :E{(d_hLy)(eL)*} :E{d(ei)*}
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Filtrado de Wiener en tiempo
Filtro de Wiener en tiempo

Solucién

Podemos hallar el gradiente de J con respecto a h e igualar a cero o
reescribir J de la siguiente forma:

J=E{[d} - ryd ryd + (Ryyh — ryd)*T jo@} (Ryyh —ryq) .

donde solamente el tercer término depende de h.
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Filtrado de Wiener en tiempo
Filtro de Wiener en tiempo

Solucién

Podemos hallar el gradiente de J con respecto a h e igualar a cero o
reescribir J de la siguiente forma:

J=E{[d} - ryd ryd + (Ryyh — ryd)*T jo@} (Ryyh —ryq) .

donde solamente el tercer término depende de h.
Si Ry, es definida positiva, existe su inversa y entonces el menor valor de
J se alcanzara cuando:

(Ryyh — ryd)*T R;yl (Ryyh —ryq) =0

y por lo tanto
Ryh—r,y=0.
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Filtrado de Wiener en tiempo
Filtro de Wiener en tiempo

Solucién

Resolviendo la altima ecuacién para h se obtiene:

_p-1
h = Ryy ryd

Gast6n Schlotthauer APAS 2021 14 / 59



Filtrado de Wiener en tiempo

Filtro de Wiener en tiempo

Solucién

Resolviendo la altima ecuacién para h se obtiene:
h=R_!r
= Pyy tyd

Es la conocida ecuacién de Wiener- Hopf y puede resolverse con técnicas
numéricas eficientes, como el algoritmo Levinson-Durbin, que aprovechan
las propiedades de la matriz Ry, (simetria Hermitiana y Toeplitz).
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Filtrado de Wiener en tiempo
Filtro de Wiener en tiempo

Filtro de Wiener y prediccién lineal

Observe que si se establece como sefial deseada la sefial de entrada

d[n] = y[n], entonces el filtro de Wiener es un filtro de prediccién lineal.
Esto significa que intenta predecir el valor de y[n] conociendo M valores
anteriores de la entrada.
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Filtro de Wiener en tiempo

Filtro de Wiener y prediccién lineal

Observe que si se establece como sefial deseada la sefial de entrada

d[n] = y[n], entonces el filtro de Wiener es un filtro de prediccién lineal.
Esto significa que intenta predecir el valor de y[n] conociendo M valores
anteriores de la entrada.

En este caso las ecuaciones Wiener-Hopf son idénticas a las de
Yule-Walker para resolver los parametros de un proceso AR.
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Filtro de Wiener en frecuencia

Contenidos

© Filtro de Wiener en frecuencia
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Filtro de Wiener en frecuencia
Filtro de Wiener en frecuencia

Filtro smoothing de Wiener

Consideremos un filtro no causal de duracién infinita:

dln] = Z hlkly[n — k], —oo<mn < o0

k=—o0
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Filtro de Wiener en frecuencia

Filtro smoothing de Wiener

Consideremos un filtro no causal de duracién infinita:

dln] = Z hlkly[n — k], —oo<mn < o0

k=—o0

Esto equivale a escribir la convolucién

d[n] = (h*y)[n].
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Filtro de Wiener en frecuencia
Filtro de Wiener en frecuencia

Filtro smoothing de Wiener

Consideremos un filtro no causal de duracién infinita:

dln] = Z hlkly[n — k], —oo<mn < o0

k=—o0

Esto equivale a escribir la convolucién
d[n] = (h* y)[n].

Por lo tanto en el dominio de la frecuencia tenemos

Dw)=H W)Y (w).
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Filtro de Wiener en frecuencia
Filtro de Wiener en frecuencia

Filtro smoothing de Wiener

Podemos definir el error de estimacién en la frecuencia w como:

E(w) =D w)—D(w)
=D(w)—H (W)Y (w).
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Filtro de Wiener en frecuencia

Filtro smoothing de Wiener

Podemos definir el error de estimacién en la frecuencia w como:

Ew)=D(w)—-D
=D(w)—H (W)Y (w).
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Filtro de Wiener en frecuencia
Filtro de Wiener en frecuencia

Filtro smoothing de Wiener

Podemos definir el error de estimacién en la frecuencia w como:

E(w) =D w)—D(w)
=D(w)—H (W)Y (w).

Necesitamos calcular H (w) que minimice el error cuadratico medio en el
dominio frecuencial E {|E (w)|2} .
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Filtro de Wiener en frecuencia

Filtro de Wiener en frecuencia

Filtro smoothing de Wiener

B{|IE )]} =E{ID (@) - H @)Y @)D (@) - H @)Y )]}

—E{|D(w)} - H (@) E{D* @)Y ()}

— H* (@) E{Y*(@)D(@)} + [HW)PE{|Y (@)}
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Filtro de Wiener en frecuencia
Filtro de Wiener en frecuencia

Filtro smoothing de Wiener

B{|IE )]} =E{ID (@) - H @)Y @)D (@) - H @)Y )]}
—E{|D()’} - H (@) E{D* (@)Y (@)}

— H* (@) E{Y*(@)D(@)} + [HW)PE{|Y (@)}

v

Debemos notar que Py, (w) =E {|Y(w)]2} es el espectro de potencias de
y[n] y Pya(w) = E{Y (w)D*(w)} es el espectro de potencias cruzado de
yln] y d[n].
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Filtro de Wiener en frecuencia
Filtro de Wiener en frecuencia

Filtro smoothing de Wiener

Podemos escribir entonces:

J=E{|IE@/} =E{ID@)P} - H () Pa(w)
— H* (w) Pay(@) + | HW)I? Pyy(w).
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Filtro de Wiener en frecuencia
Filtro de Wiener en frecuencia

Filtro smoothing de Wiener

Derivando J con respecto a H(w) (valido para cada w) e igualando a cero
podemos hallar el valor 6ptimo de H(w) para minimizar el ECM:

aJ
0H (w)

= H*(w) Pyy(w) — Pya(w)

= [H(w)Pyy(w) - de(w)]* =0.
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Filtro de Wiener en frecuencia

Filtro smoothing de Wiener

Derivando J con respecto a H(w) (valido para cada w) e igualando a cero
podemos hallar el valor 6ptimo de H(w) para minimizar el ECM:

aJ
0H (w)

= H*(w) Pyy(w) — Pya(w)

= [H(w)Pyy(w) - de(w)]* =0.

Hacemos uso aqui de la igualdad Pyq(w) = Py, (w).
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Filtro de Wiener en frecuencia

Filtro smoothing de Wiener

Derivando J con respecto a H(w) (valido para cada w) e igualando a cero
podemos hallar el valor 6ptimo de H(w) para minimizar el ECM:

aJ
0H (w)

= H*(w) Pyy(w) — Pya(w)

= [H(w)Pyy(w) - de(w)]* =0.

Hacemos uso aqui de la igualdad Pyq(w) = Py, (w). Resolviendo
obtenemos la forma general del filtro de Wiener en el dominio frecuencial:

H (w) — de(w)

Pyy(w)
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Filtro de Wiener en frecuencia

Filtro de Wiener para reduccién de ruido

Consideremos el caso de una sefial “limpia” z[n] con ruido aditivo w(n].
Sea y[n| = z[n| + w(n].
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Filtro de Wiener en frecuencia

Filtro de Wiener para reduccién de ruido

Consideremos el caso de una sefial “limpia” z[n] con ruido aditivo w(n].
Sea y[n| = z[n| + w(n].

Aqui la sefial deseada d[n] es la sefial limpia: d[n] = z[n]. El objetivo del
filtro de Wiener es producir un estimado de la sefial limpia z[n].
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Filtro de Wiener en frecuencia

Filtro de Wiener para reduccién de ruido

Consideremos el caso de una sefial “limpia” z[n] con ruido aditivo w(n].
Sea y[n| = z[n| + w(n].

Aqui la sefial deseada d[n] es la sefial limpia: d[n] = z[n]. El objetivo del
filtro de Wiener es producir un estimado de la sefial limpia z[n].

| A\

Ejercicio

Deduzca el filtro de Wiener en el tiempo, teniendo en cuenta que:

R, =E{yy"} = E{(x—i—w) (X—|—W)T} .
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Filtro de Wiener en frecuencia

Filtro de Wiener para reduccién de ruido

En frecuencia planteamos:
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Filtro de Wiener en frecuencia

Filtro de Wiener para reduccién de ruido

En frecuencia planteamos:

Y(w) = X(w) + W(w)

Necesitamos estimar Py, (w) y Pyy(w). Como en este caso D(w) = X (w),
tenemos:
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Filtro de Wiener en frecuencia

Filtro de Wiener para reduccién de ruido

En frecuencia planteamos:

Y(w) = X(w) + W(w)

Necesitamos estimar Py, (w) y Pyy(w). Como en este caso D(w) = X (w),
tenemos:

Pay(w) = E{X (w) [X(w) + W(w)]"}

= E{X(w)X"(w)} + E{X(w)W"(w)}
= Ppy(w).
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Filtro de Wie n frecuencia

Filtro de Wiener para reduccién de rmdo

Similarmente;

Pyy(w)

=E {[X (w) + W (w)] [X (w) + W ()]}
—E {X (w)X*(w)} + E{W (w)W*(w)}

+E{X(w)W*(w)} +E{W(w)X

=P,z (w) + Pyw(w).

(W)}
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APAS
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Filtro de Wiener en frecuencia

Filtro de Wiener para reduccién de ruido

Finalmente, el filtro de Wiener en el dominio frecuencial es:

de(w) P:ca:(w) 1
H w) = = =
( ) Pyy(w) sz(w) aF wa(w) 1+ ];1;:)((:))
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Filtro de Wiener en frecuencia

Filtro de Wiener para reduccién de ruido

Finalmente, el filtro de Wiener en el dominio frecuencial es:

de(w) P:ca:(w) 1
H w) = = =
( ) Pyy(w) sz(w) aF wa(w) 1+ ];1;:)((:))

Variante: Filtro de Wiener paramétrico

H(w) = ( pm(wffiwllww(@)ﬂ

Gasto6n Schlotthauer APAS 2021 25 / 59



Filtro de Wiener en frecuencia

Ejemplo de aplicacion
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Filtro de Wiener en frecuencia

Filtrado adaptativo

Introduccién

Los filtros adaptativos tradicionales funcionan bajo el principio de

minimizar el error cuadratico medio entre su salida y una sefial objetivo o
deseada.
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Filtro de Wiener en frecuencia
Filtrado adaptativo

Introduccién

Los filtros adaptativos tradicionales funcionan bajo el principio de
minimizar el error cuadratico medio entre su salida y una sefial objetivo o
deseada.

Estudiaremos los filtros adaptativos de descenso por gradiente mas
pronunciado, LMS y RLS, que son formulaciones adaptativas muestra a
muestra del filtro de Wiener.
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Filtro de Wiener en frecuencia

Filtrado adaptativo

Aplicaciones tipicas

o l|dentificacién de sistemas.
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Filtrado adaptativo

Aplicaciones tipicas

o l|dentificacién de sistemas.

@ Ecualizacién de sistema (filtrado inverso).
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Filtro de Wiener en frecuencia

Filtrado adaptativo

Aplicaciones tipicas

o Identificacién de sistemas.
@ Ecualizacién de sistema (filtrado inverso).

o Prediccion lineal.
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Filtro de Wiener en frecuencia

Filtrado adaptativo

Aplicaciones tipicas

o Identificacion de sistemas.

@ Ecualizacién de sistema (filtrado inverso).
@ Prediccién lineal.
°

Cancelacién de ruido.

Gast6n Schlotthauer APAS

2021

28 / 59



Filtro de Wiener en frecuencia

Filtrado adaptativo: configuraciones

n d[n
y[ ] Sistema [ ]
| desconocido

S .

dfm] -
mo-

e[n]

Filtro
adaptativo
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Ecualizacién

Filtro de Wiener en frecuencia

Filtrado adaptativo: configuraciones

Datos de
entrenamiento

/

Sistema y[n] Filtro d[n]
distorsionador adaptativo
d[n
T dn]
e[n] -
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Filtro de Wiener en frecuencia
Filtrado adaptativo: configuraciones

Prediccién Lineal

//, d[n]=s[n]
—s[n-1 _ irn1= &
S[n] Retardo e ]' ad;:::zivo ‘ [n] S[n]_ {F

S[n]

e[n]

e[n]
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Filtro de Wiener en frecuencia
Filtrado adaptativo: configuraciones

s[n]+w[n] d[n] =s[n]+wn]

w[n] Filtro din] = @{r]

adaptativo AT

e[n]  eln]=s[n]
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Descenso por gradiente

Contenidos

© Descenso por gradiente
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Descenso por gradiente
Descenso por gradiente

Ecuacién del error

Anteriormente obtuvimos la siguiente expresién para el error cuadratico
medio J(h) = E {|e[n]|?}:

J(h) =E{|d’} —h"r,y—rih+h R .
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Descenso por gradiente
Descenso por gradiente

Ecuacién del error

Anteriormente obtuvimos la siguiente expresién para el error cuadratico
medio J(h) = E {|e[n]|?}:

J(h) =E{|d’} —h"r,y—rih+h R .

Si J(h) tiene derivadas continuas, es posible aproximar su valor en una
vecindad arbitraria del punto h + Ah utilizando la expansién de Taylor:

M 1M-1
J(h+ Ah) = +Z ZZAhahah Ahj+ -
J=
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Descenso por gradiente
Descenso por gradiente

Ecuacién del error

En términos mas compactos:

J(h + Ah) = J(h) + (Ah)'VJ(h) + %(Ah)T [V2J(h)] (Ah) +--- .

W
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Descenso por gradiente
Descenso por gradiente

Ecuacién del error

En términos mas compactos:
1
J(h + Ah) = J(h) + (Ah)'VJ(h) + 5(Ah)T [V2J(h)] (Ah) +--- .
De la expresiéon de J obtenemos:

VJ(h) =2 (Ryyh —ryq)

W

Gasto6n Schlotthauer APAS 2021 35 /59



Descenso por gradiente
Descenso por gradiente

Ecuacién del error

En términos mas compactos:
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J(h + Ah) = J(h) + (Ah)'VJ(h) + 5(Ah)T [V2J(h)] (Ah) +--- .
De la expresiéon de J obtenemos:

VJ(h) =2 (Ryyh —ryq)

V2J(h) = 2R,
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Descenso por gradiente
Descenso por gradiente

Ecuacién del error

En términos mas compactos:
J(h+ Ah) = J(h) + (Ah)TV.J(h) + %(Ah)T [V2J(h)] (Ah) +--- .
De la expresiéon de J obtenemos:
VJ(h) =2 (Ryyh —ryq)

V2J(h) = 2R,

Notemos que si VJ(hg) = 0, y R es definida positiva, entonces J es
minimo en hg.
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Descenso por gradiente
Descenso por gradiente

Ecuacién del error

En términos mas compactos:
1
J(h + Ah) = J(h) + (Ah)'VJ(h) + 5(Ah)T [V2J(h)] (Ah) +--- .
De la expresiéon de J obtenemos:

VJ(h) =2 (Ryh —r,)
V2J(h) = 2R,

Notemos que si VJ(hg) = 0, y R es definida positiva, entonces J es
minimo en hg. Por ello, eligiendo (Ah)”V.J(h) < 0, obtendremos
J(h + Ah) < J(h), es decir avanzamos hacia el minimo.
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Descenso por gradiente

Descenso por gradiente

Descenso mas empinado

Utilizaremos este resultado para obtener la solucién de la ecuacién de
Wiener por un método iterativo, el descenso por gradiente.
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Descenso por gradiente
Descenso por gradiente

Descenso mas empinado

Utilizaremos este resultado para obtener la solucién de la ecuacién de
Wiener por un método iterativo, el descenso por gradiente.

hin + 1] =h[n] — uVp=J
hin + 1] = h[n] + 4 (ryq — Ryyh)
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Descenso mas empinado

Utilizaremos este resultado para obtener la solucién de la ecuacién de
Wiener por un método iterativo, el descenso por gradiente.

hin + 1] =h[n] — uVp=J
hin + 1] = h[n] + 4 (ryq — Ryyh)
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Descenso por gradiente
Descenso por gradiente

Analisis de desempefio

Sea u[n + 1] = h[n + 1] — hg, donde hg es el valor 6ptimo hg = Ry ryq.
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Descenso por gradiente
Descenso por gradiente

Analisis de desempefio

Sea u[n + 1] = h[n + 1] — hg, donde hg es el valor 6ptimo hg = Ry ryq.
Reemplazando en la ecuacion de descenso por gradiente:

B[+ 1] = hln] + 4 (ryq — Ryyh)

obtenemos:
ufn +1] = (- Ryy) uln].
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Descenso por gradiente
Descenso por gradiente

Analisis de desempefio

Sea u[n + 1] = h[n + 1] — hg, donde hg es el valor 6ptimo hg = Ry ryq.
Reemplazando en la ecuacion de descenso por gradiente:

B[+ 1] = hln] + 4 (ryq — Ryyh)

obtenemos:
ufn +1] = (- Ryy) uln].

Esto implica (solucién de la ec. en diferencias): u[n] = (I — pRyy)" u0].
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Descenso por gradiente
Descenso por gradiente

Analisis de desempefio

Sea u[n + 1] = h[n + 1] — hg, donde hg es el valor 6ptimo hg = Ry ryq.
Reemplazando en la ecuacion de descenso por gradiente:

Bin + 1] = hln] + 1 (rya — Ryyh)
obtenemos:

ufn +1] = (I - uRyy) uln].

Esto implica (solucién de la ec. en diferencias): u[n] = (I — pRyy)" u0].
Queremos entonces que lim (I—pRyy)" =0
n—oo
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Descenso por gradiente
Descenso por gradiente

Analisis de desempefio

Consideremos la descomposicién de la matriz de autocorrelacion:

Ry, = VAVH,
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Descenso por gradiente
Descenso por gradiente

Analisis de desempefio

Consideremos la descomposicién de la matriz de autocorrelacion:
_ H
Ry, =VAV™.
Entonces si

(I—pRyy)" =V (I—puA)"VH

(1 —pA)"” 0 0
0 (1 — pro)" - 0
_v . S . Vi
0 0 o (1= prp)”
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Descenso por gradiente
Descenso por gradiente

Analisis de desempefio

Consideremos la descomposicién de la matriz de autocorrelacion:
_ H
Ry, =VAV™.
Entonces si

(I—pRyy)" =V (I—puA)"VH

(1 —pA)"” 0 0
0 (1 — pro)" - 0
_v . S . Vi
0 0 o (1= prp)”

i Qué debemos pedirle a 1 ?
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Descenso por gradiente
Descenso por gradiente

Analisis de desempefio

el algoritmo converge si y solo si cada elemento de la diagonal cumple
|1 — pAp| < 1 para todo p, por lo cual:

-1 <1-p) <1
0 <wpr <2
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Descenso por gradiente
Descenso por gradiente

Analisis de desempefio

Obtenemos entonces :

O<u<
AMAX
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Descenso por gradiente
Descenso por gradiente

Analisis de desempefio

Obtenemos entonces :

O<u<

AMAX

Suele usarse 5

O<p< traza (Ryy)

que es mas conservadora y facil de calcular (es la energia de la sefial). Sin
embargo, puede dar valores muy inadecuados.
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Descenso por gradiente
Descenso por gradiente

Ecuacién del error

Vimos también que

J = E{je[n]} = E{e[n]e*[n]} = E {eln] (dln] — by[n])"}
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Descenso por gradiente
Descenso por gradiente

Ecuacién del error

Vimos también que
J =E{|e[n]2} = E{e[n)e*[n]} = E {e[n] (dfn] — hTy[n])*} .

con y[n] = [y[n] yln—1] ... yln — M + 1]]* . Podemos calcular el

gradiente:
Vi+J = —E{e[n]y”[n]} .
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Descenso por gradiente

Descenso por gradiente

Ecuacién del error

Vimos también que

J = E{je[n]} = E{e[n]e*[n]} = E {eln] (dln] — by[n])"}

con y[n] = [y[n] yln—1] ... yln — M + 1]]* . Podemos calcular el

gradiente:
Vi+J = —E{e[n]y”[n]} .

”
Ecuaciéon de descenso por gradiente

h{n + 1] = hin] + 4E {elnly*[n]} -

v
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Descenso por gradiente

Descenso por gradiente

Ecuacién del error

Vimos también que

J = E{je[n]} = E{e[n]e*[n]} = E {eln] (dln] — by[n])"}

con y[n] = [y[n] yln—1] ... yln — M + 1]]* . Podemos calcular el
gradiente:
Vi J = —E{e[n]y”[n]} .

Ecuaciéon de descenso por gradiente
h{n + 1] = hin] + 4E {elnly*[n]} -

Entonces tenemos lim E {e[n]y*[n]} = 0 (principio de ortogonalidad)
n—oo

<

Gasto6n Schlotthauer APAS 2021 41 / 59



Contenidos

Q LVs
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Filtro LMS

El algoritmo de descenso por gradiente utiliza un promedio como
estimacion del valor esperado del gradiente del error.
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Filtro LMS

El algoritmo de descenso por gradiente utiliza un promedio como

estimacion del valor esperado del gradiente del error. Podemos utilizar el
producto instantaneo :
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Filtro LMS

El algoritmo de descenso por gradiente utiliza un promedio como
estimacion del valor esperado del gradiente del error. Podemos utilizar el
producto instantaneo :

Algoritmo LMS

Gast6n Schlotthauer APAS 2021 43 / 59



Filtro LMS

Resumen del algorit S

@ Parametros:

4
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Filtro LMS

Resumen del algoritmo LMS

@ Parametros:
e M: longitud del filtro.

4
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Filtro LMS

Resumen del algoritmo LMS

@ Parametros:

e M: longitud del filtro.
o p: tamafio del paso (0 < p <

2
energia de entrada )-

M-1
energia de entrada= Y~ E {y[n — k]?}.
k=0

4
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Filtro LMS

Resumen del algoritmo LMS

@ Parametros:

e M: longitud del filtro.
o p: tamafio del paso (0 < p <

2
energia de entrada )-

M-1
energia de entrada= Y~ E {y[n — k]?}.
k=0

@ Inicializacion: Si no hay una estimacién previa de h[n], use h[0] = 0.

4
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Filtro LMS

Resumen del algoritmo LMS

@ Parametros:

e M: longitud del filtro.
o p: tamafio del paso (0 < p <

2
energia de entrada )-

M-1
energia de entrada= Y~ E {y[n — k]?}.
k=0

@ Inicializacion: Si no hay una estimacién previa de h[n], use h[0] = 0.
@ Datos:
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Filtro LMS

Resumen del algoritmo LMS

@ Parametros:

e M: longitud del filtro.
o p: tamafio del paso (0 < p <

2
energia de entrada )-

M-1
energia de entrada= Y~ E {y[n — k]?}.
k=0

@ Inicializacion: Si no hay una estimacién previa de h[n], use h[0] = 0.
@ Datos:

e Dados: y[n] : vector de entrada (N x 1) en tiempo n.
d[n] : respuesta deseada en el tiempo n.

4
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Filtro LMS

Resumen del algoritmo LMS

@ Parametros:

e M: longitud del filtro.
o p: tamafio del paso (0 < p <

2
energia de entrada )-

M-1
energia de entrada= Y~ E {y[n — k]?}.
k=0

@ Inicializacion: Si no hay una estimacién previa de h[n], use h[0] = 0.
@ Datos:

e Dados: y[n] : vector de entrada (N x 1) en tiempo n.
d[n] : respuesta deseada en el tiempo n.
o A calcular: hin + 1]: estimacién del filtro en n + 1.
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Filtro LMS

Resumen del algoritmo LMS

@ Parametros:

e M: longitud del filtro.
o p: tamafio del paso (0 < p <

2
energia de entrada )-

M-1
energia de entrada= Y~ E {y[n — k]?}.
k=0

@ Inicializacion: Si no hay una estimacién previa de h[n], use h[0] = 0.
@ Datos:

e Dados: y[n] : vector de entrada (N x 1) en tiempo n.
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Filtro LMS

Resumen del algoritmo LMS

@ Parametros:

e M: longitud del filtro.
o p: tamafio del paso (0 < p <

2
energia de entrada)'
M-1
energia de entrada= Y~ E {y[n — k]?}.
k=0

@ Inicializacion: Si no hay una estimacién previa de h[n], use h[0] = 0.
e Datos:
e Dados: y[n] : vector de entrada (N x 1) en tiempo n.

d[n] : respuesta deseada en el tiempo n.
o A calcular: hin + 1]: estimacién del filtro en n + 1.

e Calculo: Paran =0,1,2,... calcular:
e[n] = d[n] — h” [n]y[n]
hln + 1] = h[n] + pe[n]y*[n]

4
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Variantes del Filtro LMS

Leaky LMS

hin +1] = (1 — pa)hln] + penly*[n]

2

« es un namero pequefio y positivo, y 0 < pu < po Syl
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Variantes del Filtro LMS

hin +1] = (1 — pa)hln] + penly*[n]

« es un namero pequefio y positivo, y 0 < pu < m.

Mitiga problemas de convergencia pero introduce un sesgo adicional.
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Variantes del Filtro LMS

Leaky LMS

hin +1] = (1 — pa)hln] + penly*[n]

« es un namero pequefio y positivo, y 0 < pu < m.
Mitiga problemas de convergencia pero introduce un sesgo adicional.

LMS normalizado (NLMS)

uf
hin + 1] = h[n] + W@[n]y* [n]

€ es un nimero pequefio y positivo y 0 < uf < 2.
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Variantes del Filtro LMS

Leaky LMS

hin +1] = (1 — pa)hln] + penly*[n]

« es un namero pequefio y positivo, y 0 < pu < m.

Mitiga problemas de convergencia pero introduce un sesgo adicional.

LMS normalizado (NLMS)

T

I *

hin + 1) = hin| + —————=e[n]y*[n]

e+ |y[n][?

€ es un nimero pequefio y positivo y 0 < uf < 2.

Usa un tamafio de paso normalizado y elimina la necesidad de estimar un

limite superior para p.
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Variantes del Filtro LMS

Algoritmos de signo (para sefiales reales)

h{n + 1] = hin] + 1sgn {e[n]} yIn]
hin+1] = hin] + o elnlsgn {y[n]}
h[n +1] = h[n] + usgn {eln]} sen {y[n]}

Simplicidad de computo pero puede tener convergencia lenta y problemas
de estabilidad.
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Contenidos

O RLS
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Algoritmo RLS (recursive least squares)

Error acumulado ponderado

Exln] B3 A feli]
=1

donde 0 < A < 1 (factor de olvido), e[n] = d[n] — d[n] = d[n] — hfly. Se
le da mayor importancia a los datos nuevos. Una medida de la memoria del
algoritmo es 1/(1 — A). Si A =1 el algoritmo tiene memoria infinita.

v
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Algoritmo RLS (recursive least squares)

El valor 6ptimo de h para el cual la funcién de costo dada alcanza su valor
minimo, se define por las ecuaciones normales en forma matricial:

Ryy[n]hln] = z[n].

v
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Algoritmo RLS (recursive least squares)

El valor 6ptimo de h para el cual la funcién de costo dada alcanza su valor
minimo, se define por las ecuaciones normales en forma matricial:

Ryy[n]hln] = z[n].

En este caso la matriz de correlaciéon M x M se define por:

n

Ryy[n] = 3 A" 'ylily" [l

El vector columna z[n] es la correlacion entre la salida del filtro y la
respuesta deseada, pesada por el factor de olvido:

z[n] = Z A"y [i]d*[i].

V.
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Algoritmo RLS (recursive least squares)

Separando el término correspondiente a i = n del resto de la sumatoria,
podemos escribir:

n—1

Rwhﬂ=A[§:A”*”ymyHM

+y[nly"[n].
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Algoritmo RLS (recursive least squares)

Separando el término correspondiente a i = n del resto de la sumatoria,
podemos escribir:

n—1

Ry, [n] = A [Z Aty iy P i)

+y[nly"[n].

Ryy[n] = ARyy[n — 1] + y[nly"'[n].
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Algoritmo RLS (recursive least squares)

Separando el término correspondiente a ¢ = n del resto de la sumatoria,

podemos escribir:

n—1

Rwhﬂ=kl§zkm*”ymyHM

=1

+y[nly"[n].

Ryy[n] = ARyy[n — 1] + y[nly"'[n].

De forma similar, se obtiene la ecuacion de actualizacion para z:

z[n] = Az[n — 1] + y[n]d*[n].
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Algoritmo RLS (recursive least squares)

Separando el término correspondiente a ¢ = n del resto de la sumatoria,

podemos escribir:

n—1
n = [Z Ay ly i

+y[nly"[n].

Ryy[n] = ARyy[n — 1] + y[nly"'[n].

De forma similar, se obtiene la ecuacion de actualizacion para z:
z[n] = \z[n — 1] + y[n]|d*[n].

Para estimar h debemos invertir la matriz de correlacién.
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Algoritmo RLS (recursive least squares)

Lema de inversién de una matriz

Para evitar la operacién de inversién, haremos uso del lema de inversién de
una matriz:
Sean A y B dos matrices definidas positivas M x M relacionadas por:

A=B'+cCcD'c”

donde D es otra matriz definida positiva de N x M y C es una matriz
M x N. Entonces:

A'=B-BC(D+C"BC)” C'B
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Algoritmo RLS (recursive least squares)

Lema de inversién de una matriz

Realizamos las siguientes identificaciones:

A =Ry, [n]
B! = ARy, [n — 1]
C =yn|
D=1
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Algoritmo RLS (recursive least squares)

Lema de inversién de una matriz

Realizamos las siguientes identificaciones:

A =Ry, [n]
B! = ARy, [n — 1]
C =yn|
D=1

Sustituyendo obtenemos la ecuacién recursiva para la inversa de la matriz
de correlacién:
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Algoritmo RLS (recursive least squares)

Lema de inversién de una matriz

Realizamos las siguientes identificaciones:
A = Ryy[n]
B! = ARy, [n — 1]
C =yln|
D=1
Sustituyendo obtenemos la ecuacién recursiva para la inversa de la matriz
de correlacién:

ARy~ 1ylaly” [1]Ry) [ 1

1+ A=ty H[n]Ry, [n — 1]y[n]

17,1 — \—1R-1
R, [n]=A"Ryn—1]—
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Algoritmo RLS (recursive least squares)

Por conveniencia de calculo, hacemos:

P[n] = R, [n]

AIP[n — 1]y[n]
1+ A~y H[n]P[n — 1]y[n]

k[n] =
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Algoritmo RLS (recursive least squares)

Por conveniencia de calculo, hacemos:

P[n] = R, [n]

AIP[n — 1]y[n]
1+ A~y H[n]P[n — 1]y[n]

Con estas definiciones podemos escribir la ecuacién de actualizacion de la
inversa de la matriz de autocorrelacién como sigue:

k[n] =

Pln] = A\ 1P — 1] — A k[n]y" [n]P[n — 1]
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Algoritmo RLS (recursive least squares)

La matriz P[n] se conoce como la matriz de correlacién inversa, y el vector
k[n] como el vector de ganancia.
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Algoritmo RLS (recursive least squares)

La matriz P[n] se conoce como la matriz de correlacién inversa, y el vector

k[n] como el vector de ganancia.
Trabajando con el vector de ganancia, multiplicando ambos miembros por

el denominador obtenemos:
k[n] =A""P[n —1]y[n] — A" k[n]y" [n]P[n — 1]y[n]
= (A7'P[n — 1] = A 'k[n]y 7 [n]Pn — 1]) y[n].
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Algoritmo RLS (recursive least squares)

La matriz P[n] se conoce como la matriz de correlacién inversa, y el vector

k[n] como el vector de ganancia.
Trabajando con el vector de ganancia, multiplicando ambos miembros por

el denominador obtenemos:
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Algoritmo RLS (recursive least squares)

La matriz P[n] se conoce como la matriz de correlacién inversa, y el vector
k[n] como el vector de ganancia.

Trabajando con el vector de ganancia, multiplicando ambos miembros por
el denominador obtenemos:

k[n] =A"'Pln —1]y[n] — A k[n]y" [n]P[n — 1]y[n]
= (AP — 1) = A k[n]y? [n]P[n — 1]) y[n].

La expresion entre paréntesis de la ltima ecuacién es igual a P[n]. Por
ello, podemos simplificar la expresién y obtener:

Gasto6n Schlotthauer APAS 2021 54 / 59



Algoritmo RLS (recursive least squares)

La matriz P[n] se conoce como la matriz de correlacién inversa, y el vector
k[n] como el vector de ganancia.

Trabajando con el vector de ganancia, multiplicando ambos miembros por
el denominador obtenemos:

k[n] =A"'Pln —1]y[n] — A k[n]y" [n]P[n — 1]y[n]
= (AT'P[n = 1] = A Kk[nly " [n]P[n — 1]) y[n].

La expresion entre paréntesis de la ltima ecuacién es igual a P[n]. Por
ello, podemos simplificar la expresién y obtener:

k[n] = P[n]y[n].
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Algoritmo RLS (recursive least squares)
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Algoritmo RLS (recursive least squares)

El resultado anterior, junto a la ecuacién P[n] = R,,![n] puede utilizarse
como la definicién para el vector de ganancia:

k[n] = Ry, [n]y[n].
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Algoritmo RLS (recursive least squares)

El resultado anterior, junto a la ecuacién P[n] = R,,![n] puede utilizarse
como la definicién para el vector de ganancia:

k[n] = Ry, [n]y[n].
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Algoritmo RLS (recursive least squares)

Estimacién de h[n]

Para cada iteracién n, estimamos el vector h[n] como sigue:
-1
h[n] = R, [nz[n]

= P[n]z[n]
= AP[n]z[n — 1] + P[n]y[n]d"[n]
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Para cada iteracién n, estimamos el vector h[n] como sigue:

h[n| = R;yl [n]z[n]
= P[n]z[n]
= AP[n]z[n — 1] + P[n]y[n]d"[n]

Si sustituimos la expresién de la actualizacién de P[n] en el primer término
del lado derecho de la ecuacién anterior:

hin] = [n —1z[n — 1] — k[n]y? [n]P[n — 1]z[n — 1]

[
+P[n]y[n]d*[n]
= Ryyl[n —1]z[n—1] — [n]yH[n]R;y1 [n — 1)z[n — 1]
+P[n]y[n]d*[n]
= h[n —1] - k[n]y"[n]h[n — 1] + P[n]y[n]d*[n]
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Estimacion de hin|

Finalmente, utilizando la igualdad k[n] = P[n|y[n], obtenemos la ecuacién
recursiva deseada para actualizar el vector h[n] :
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Algoritmo RLS (recursive least squares)

Estimacion de hin|

Finalmente, utilizando la igualdad k[n] = P[n|y[n], obtenemos la ecuacién
recursiva deseada para actualizar el vector h[n] :

h[n] = h{n — 1] + k[n] (d*[n] — y" [n]h[n — 1))
= h[n — 1] + k[n|€e*[n]

donde €*[n] es el error de estimacion a priori, definido por:

eln] =d[n] - y"[n]h*[n 1]
= d[n] — h'[n — 1]y|n]
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Resumen del algoritmo RLS

@ Inicializacién:

o P[0] = 57T (6 constante positiva pequefia),
e h[0] =0.
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Resumen del algoritmo RLS

@ Inicializacion:
o P[0] = 57T (6 constante positiva pequefia),
e h[0] =0.

@ Paran=1,2,... calcular:

_ A7IP[n — 1]y[n]
1+ A lyH[n]P[n — 1]y[n]

k(n]
eln] = d[n] = 1" [n — 1]y[n]
h[n] = hn — 1] + k[n]e*[n]

P[n] = A" 'P[n — 1] — A k[n]y? [n]P[n — 1]

<
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Conclusiones

Comparacién con LMS

B .. . .. 1
El reemplazo del parametro de paso fijo 1 por la estimacion de Ry, -,
produce un impacto en la convergencia del RLS para el caso estacionario:
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El reemplazo del parametro de paso fijo 1 por la estimacion de Ry, ™,
produce un impacto en la convergencia del RLS para el caso estacionario:

© La tasa de convergencia del algoritmo RLS es aproximadamente un
orden de magnitud mas rapida que la del LMS.

@ La tasa de convergencia del RLS es invariante a la dispersion de los
autovalores (niamero de condicién) de la matriz de correlacion de la
entrada.

© El error cuadratico medio del RLS converge a cero si el nimero de
iteraciones n tiende a infinito.
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