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EMD Propiedades de las IMFs de ruido blanco Variantes de EMD Aplicaciones

Descomposición Empírica en Modos (EMD)

Idea: separar oscilaciones lentas de rápidas

signal = slow oscillation ... + fast oscillation
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EMD Propiedades de las IMFs de ruido blanco Variantes de EMD Aplicaciones

Descomposición Empírica en Modos (EMD)

Método guiado por los datos.

Una señal x(t) se descompone en un número habitualmente pequeño
de funciones modales intrínsecas, IMF o modos (di(t)).

Cada IMF debe satisfacer dos condiciones:
1- El número de extremos y el número de cruces por cero deben ser
iguales o diferir en uno.
2- La �media local� debe ser cero.

Las IMFs son funciones AM-FM, y pueden escribirse como:
di(t) = ai(t) cos(φi(t)).

N. Huang y col. The empirical mode decomposition and the Hilbert spectrum for nonlinear and non-stationary time series

analysis. Proc. Royal Soc. A, vol. 454, no. 1971, pp. 903-995, 1998.
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EMD Propiedades de las IMFs de ruido blanco Variantes de EMD Aplicaciones

Descomposición Empírica en Modos (EMD)
Algoritmo

Dada una señal x(t), entonces:

1) k = 1, j = 1, r
(j)
k (t) = x(t).

2) Buscar todos los extremos de r
(j)
k (t),

3) Obtener emin(t) y emax(t) de r
(j)
k (t),

4) Hallar la media local m
(j)
k (t) = (emin(t) + emax(t))/2,

5) Calcular d
(j)
k (t) = r

(j)
k (t)−m(j)

k (t),

6) Veri�car las propiedades de d
(j)
k (t):

a) no es una IMF, r
(j+1)
k (t) = d

(j)
k (t), j = j + 1, ir al paso 2 ,

b) es una IMF (o j = Ni), dk(t) = d
(j)
k (t),

rk+1(t) = x(t)−
k∑

l=1

dl(t), k = k + 1,

7) Repetir los pasos 2 a 6 iterando con r(t) (sifting).

Este proceso iterativo termina cuando el residuo satisface un criterio de
detención de�nido previamente.
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Ejemplo
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Ejemplo
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Descomposición Empírica en Modos
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EMD Propiedades de las IMFs de ruido blanco Variantes de EMD Aplicaciones

Descomposición Empírica en Modos (EMD)
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EMD Propiedades de las IMFs de ruido blanco Variantes de EMD Aplicaciones

Descomposición Empírica en Modos

Aplicaciones

1 Reducción de ruido.

2 Eliminación/detección de tendencias.

3 Identi�cación de señales con signi�cado físico particular.

4 Extracción de amplitudes y frecuencias instantáneas.

5 Representación tiempo-frecuencia.
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EMD Propiedades de las IMFs de ruido blanco Variantes de EMD Aplicaciones

Entrando en mayores detalles...

... debemos aún decidir sobre varios aspectos

1 Tratamiento de los bordes.

2 Criterio de detención.

3 Número de modos.

4 Unicidad de la descomposición.

5 Extracción de la frecuencia instantánea.
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EMD Propiedades de las IMFs de ruido blanco Variantes de EMD Aplicaciones

Tratamiento de los bordes

Estrategias

Ventanear.

Tomar los bordes como extremos (máximos o mínimos).

Espejar la señal en ambos bordes.

Extrapolar mediante polinomios (habitualmente con una recta).
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EMD Propiedades de las IMFs de ruido blanco Variantes de EMD Aplicaciones

Criterios de detención

¾Cuándo se detiene el proceso de sifting?

Deben cumplirse las condiciones de IMF:

El número de extremos y el número de cruces por cero deben ser
iguales o diferir en uno.

La �media local� debe ser cero.
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EMD Propiedades de las IMFs de ruido blanco Variantes de EMD Aplicaciones

Criterios de detención

¾Cuándo se detiene el proceso de sifting?

Fijar un número de iteraciones (10, 50).

Criterio tipo Cauchy y modi�caciones.

Criterio de Rilling.
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EMD Propiedades de las IMFs de ruido blanco Variantes de EMD Aplicaciones

Criterios de detención

Criterio tipo Cauchy (Huang 1998)

Sea d
(j)
k (t) la j-ésima iteración del proceso de sifting para hallar la k-ésima

IMF dk(t). Se de�ne:

SD =
∑
t

∣∣∣d(j−1)k (t)− d(j)k (t)
∣∣∣2(

d
(j−1)
k (t)

)2 .

Se detiene el sifting cuando SD está por debajo de cierto umbral
(habitualmente entre 0,1 y 0,4)
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EMD Propiedades de las IMFs de ruido blanco Variantes de EMD Aplicaciones

Criterios de detención

Criterio tipo Cauchy modi�cado (Wu 2009)

Utiliza el valor de la media local en la j-ésima iteración de sifting,m
(j)
k (t)

Se de�ne:

Cr =

∑
t

(
m

(j)
k (t)

)2
∑
t

(
d
(j)
k (t)

)2 .
El umbral sugerido es de 0,0001.
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EMD Propiedades de las IMFs de ruido blanco Variantes de EMD Aplicaciones

Criterios de detención

Criterio de Rilling (Rilling 2003)

Se utilizan dos umbrales: θ1 y θ2.

Se de�ne la amplitud del modo a(t) y la función de evaluación ξ(t) :

a(t) =
(
emax(t)− emin(t)

)
/2,

ξ(t) = |m(t)/a(t)| .

Se detiene cuando ξ(t) < θ1 para una fracción (1− α) de la duración
total de la señal, y simultáneamente ξ(t) < θ2 para la fracción
restante.

Parámetros habituales: α ≈ 0,05, θ1 ≈ 0,05 y θ2 ≈ 10θ1.
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EMD Propiedades de las IMFs de ruido blanco Variantes de EMD Aplicaciones

Propiedades de las IMFs de ruido blanco

Trabajos previos

EMD actúa como banco de �ltros diádico sobre ruido blanco
gaussiano (Flandrin y col., 2004).

IMFs de ruido fraccionario gaussiano tienen distribución normal
(Flandrin y Gonçalves, 2004).

IMFs de ruido blanco con distribución uniforme tiene distribución
normal (210 segmentos con L = 210, Ni = 10, Wu y Huang, 2004).

IMFs de ruido blanco con distribución normal tiene distribución
normal (210 segmentos con L = 210, Ni = 10, Wu y Huang, 2005).
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EMD Propiedades de las IMFs de ruido blanco Variantes de EMD Aplicaciones

Propiedades de las IMFs de ruido blanco

Interrogantes

¾Las IMFs tienen distribución normal?

¾Existe alguna dependencia de la cantidad máxima de iteraciones?
¾Ni = 1?

¾Existe alguna dependencia de la longitud de la señal?

¾Las características de los bancos de �ltros equivalentes depende de L
y Ni?
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y Ni?
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Diseño del experimento
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EMD Propiedades de las IMFs de ruido blanco Variantes de EMD Aplicaciones

Diseño del experimento

L = 210, 211, . . . , 220.

Ni = 5, 10, 15, 20, 25, 50 y sin límite.

Ni sin límite

Amplitud del modo a(t) = (emax(t)− emin(t)) /2.
Función de evaluación ξ(t) = |m(t)/a(t)|.
Condiciones de detención (Rilling y col., 2003):

ξ(t) < θ1 para una fracción (1− α) de la señal,
ξ(t) < θ2 para el resto de la señal,

α = 0,05; θ1 = 0,05; θ2 = 10 θ1.
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Distribución de probabilidades de las IMFs
Dependencia del número de iteraciones permitidas (L = 220)
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Distribución de probabilidades de las IMFs
Dependencia de la cantidad de datos (Ni sin límite)
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Distribución de probabilidades de las IMFs
Pruebas estadísticas: Jarque-Bera (1987)

Analizamos los primeros ocho modos hallados con Ni = 5, 10, 15, 20, 25, 50
y sin límite (56 casos para cada longitud L = 210, 211, 212, . . . , 220).

Ruido gaussiano

L = 210 : se rechazó la hipótesis de normalidad en todos los casos.

L = 220 : se rechazó la hipótesis de normalidad salvo en 5 casos.

Ruido uniforme

L = 210 : se rechazó la hipótesis de normalidad en todos los casos.

L = 220 : se rechazó la hipótesis de normalidad salvo en un caso.

Gastón Schlotthauer (IBB) Descomposición Empírica en Modos 39 / 732021



EMD Propiedades de las IMFs de ruido blanco Variantes de EMD Aplicaciones

Propiedades espectrales

Diseño experimental

1 Estimamos las funciones de transferencia equivalentes o espectros.

2 Estudiamos su dependencia de la longitud L y la cantidad máxima de
iteraciones permitida Ni.

3 Analizamos el rango de frecuencia normalizada f ∈ [2−11, 2−1].
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Propiedades espectrales

a) L = 212,
Ni = 5
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Propiedades espectrales

a) L = 212,
Ni = 5

b) L = 220,
Ni = 5
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Propiedades espectrales

a) L = 212,
Ni = 5 (verde)
Ni = 50 (rojo)
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Propiedades espectrales

a) L = 212,
Ni = 5 (verde)
Ni = 50 (rojo)

b) L = 220,
Ni = 5 (verde)
Ni = 50 (rojo)
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Propiedades espectrales

a) L = 212,
Ni = 5 (verde)
Ni sin límite
(rojo)
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Propiedades espectrales

a) L = 212,
Ni = 5 (verde)
Ni sin límite
(rojo)

b) L = 220,
Ni = 5 (verde)
Ni = sin límite
(rojo)
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IMFs de ruido blanco

Los experimentos muestran que la longitud de la señal L y de la cantidad
máxima de iteraciones permitidas Ni in�uyen en:

Las propiedades estadísticas de las IMFs.

Los bancos de �ltros equivalentes.

Schlotthauer, Torres, Ru�ner y Flandrin, Advances in Adaptive Data Analysis, 2009.
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Descomposición Empírica en Modos por Conjuntos (EEMD)

EMD

Problema principal de EMD: mezcla de modos.

Solución (Wu & Huang): EEMD.

EEMD

Sumar realizaciones de ruido blanco gaussiano a la señal original.

Aplicar el algoritmo de EMD.

Se de�ne como la �verdadera� IMF al promedio de las IMFs a través
de las realizaciones.

Z. Wu, N.E. Huang. Ensemble empirical mode decomposition: a noise-assisted data analysis method. Advances in Adaptive Data

Analysis. 1 (1), pp. 1�41, 2009.
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EMD vs EEMD

method properties variations applications Ensemble EMD bivariate EMD 2D EMD
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EMD vs EEMD
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EEMD mejorado

Problemas

1 Diferentes realizaciones de ruido pueden terminar con una cantidad
diferente de IMFs⇒ ¾promediación?

2 Ruido residual ⇒ reconstrucción aproximada.

Idea

Agregar ruido �modo a modo� ⇒ CEEMDAN

1 promediación entre modos �equivalentes�

2 menos modos que en EEMD

3 reconstrucción perfecta de la señal
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CEEMDAN - algoritmo (1)

Preprocesamiento: dada una señal x[n]

generar J realizaciones de ruido blanco gaussiano wj [n] ∈ N (0, 1).

de�nir Ek(·) como el operador que, dada una señal, produce el modo
k−ésimo.

precalcular y guardar los J ×K modos Ek(w
j [n]) para j = 1, . . . , J y

k = 1, . . . ,K

seleccionar las SNRs εk, con k = 1, . . . ,K
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CEEMDAN - algoritmo (2)

1 generar xj [n] = x[n] + ε1w
j [n](j = 1, . . . , J) y de�nir:

ĨMF 1[n] =
1

J

J∑
j=1

E1(x
j [n])

2 asignar k = 1, calcular r1[n] = x[n]− ĨMF 1[n] y de�nir

ĨMF 2[n] =
1

J

J∑
j=1

E1

(
r1[n] + ε2E1(w

j [n])
)

3 para k = 2, . . . ,K, calcular rk[n] = r(k−1)[n]− ĨMF k[n] y de�nir

ĨMF (k+1)[n] =
1

J

J∑
j=1

E1

(
rk[n] + εk+1Ek(w

j [n])
)

4 ir al paso 3 hasta que no pueda seguir descomponiéndose.
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EEMD vs CEEMDAN
CAPÍTULO 4. APLICACIÓN A SEÑALES ARTIFICIALES 4.2. DELTA DE DIRAC DISCRETA
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Figura 4.1. Descomposición de δ[n]: (a) EEMD (IMF ); (b) CEEMDAN (ĨMF ), con desvío

estándar del ruido agregado ε = 0, 02 y I = 500 realizaciones. El eje de las abscisas corresponde

al índice de muestras de la señal.

tiene un comportamiento similar para todos los modos, semejante a lo que se obtiene
realizando un análisis wavelet. Flandrin y col. [18] obtuvieron resultados similares al
calcular su respuesta equivalente al impulso de la EMD usando una función delta de 256
muestras, 5.000 realizaciones y promediando las IMFs correspondientes. En nuestro caso
alcanzamos resultados similares utilizando un décimo de las realizaciones.

Otra ventaja del método aquí propuesto, respecto de la EEMD, es relativa al número
iteraciones de sifting requeridas en el ejemplo analizado. En la figura 4.2 se presentan los
gráficos de caja de las iteraciones de sifting necesarias para lograr ambas descomposiciones.
En estos experimentos no se limitó el número máximo de iteraciones de sifting, sino que se
continuó hasta cumplir con el criterio de detención de Rilling. Mientras la EEMD necesitó

M. A. COLOMINAS – DESARROLLO DE ALGORITMOS GUIADOS POR LOS DATOS PARA EL ANÁLISIS DE SEÑALES 38

(Torres, Colominas, Schlotthauer, 2011)
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EEMD vs CEEMDAN
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Figura 4.2. Gráficos de cajas de las iteraciones de sifting para cada modo de δ[n]. (a) EEMD; (b)

CEEMDAN. Nótense las diferentes escalas en el eje de las ordenadas.
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Figura 4.3. Espectros de los modos 3 a 7 de δ[n] obtenidos mediante: (a) EEMD (IMF ); (b)

CEEMDAN (ĨMF ).

278.931 iteraciones de sifting en total, el método CEEMDAN requirió sólo 140.939
iteraciones.

Para comparar las propiedades de separación espectral, se muestran en la figura 4.3 las
densidades espectrales de potencia de los modos tres a siete de ambas descomposiciones.
A la derecha puede observarse que los espectros obtenidos mediante CEEMDAN están
menos solapados que aquellos producidos por EEMD, evidenciando una separación más
clara del contenido frecuencial entre los modos.

M. A. COLOMINAS – DESARROLLO DE ALGORITMOS GUIADOS POR LOS DATOS PARA EL ANÁLISIS DE SEÑALES 39

(Colominas, 2011)
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Figura 4.3. Espectros de los modos 3 a 7 de δ[n] obtenidos mediante: (a) EEMD (IMF ); (b)

CEEMDAN (ĨMF ).

278.931 iteraciones de sifting en total, el método CEEMDAN requirió sólo 140.939
iteraciones.

Para comparar las propiedades de separación espectral, se muestran en la figura 4.3 las
densidades espectrales de potencia de los modos tres a siete de ambas descomposiciones.
A la derecha puede observarse que los espectros obtenidos mediante CEEMDAN están
menos solapados que aquellos producidos por EEMD, evidenciando una separación más
clara del contenido frecuencial entre los modos.
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(Colominas, 2011)
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EMD vs EEMD � /a/ sostenida
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EMD vs EEMD � /a/ sostenida
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Algoritmo de extracción de F0 basado en EEMD

Base de datos de vocales /a/ sostenidas

53 registros de individuos sanos,

35 registros de pacientes con patologías vocales.

Frecuencia fundamental - voces normales

En los 53 casos de voces normales, la F0 se encontró en las IMFs 5, 6 o 7.

IMF 5: 193,93 Hz ≤ F0 ≤ 316,50 Hz.

IMF 6: 121,65 Hz ≤ F0 ≤ 189,30 Hz.

IMF 7: 120,39 Hz ≤ F0 ≤ 121,10 Hz.

Surge la necesidad de un método para
seleccionar la IMF de donde extraer F0.
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EEMD y entropías

Si f(x) es la función de densidad de probabilidades de la v.a. X, la
correspondiente entropía diferencial DH(X) se de�ne como:

DH(X) = −
∞∫
−∞

f(x) log f(x) dx.
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EEMD y potencia
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Extracción de F0 basada en EEMD: voces normales
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Extracción de F0 basada en EEMD: voces patológicas

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
100

150

200

250T

Tiempo (s)

F 
  (

H
z)

0

 

 

AC  
RAPT
EEMD  

0 0.5 1 1.5 2 2.5

50

100

150

200

250
F 

  (
H

z)
0 

 

a)

b)

Gastón Schlotthauer (IBB) Descomposición Empírica en Modos 69 / 732021



EMD Propiedades de las IMFs de ruido blanco Variantes de EMD Aplicaciones

Resultados

Comparación con otros algoritmos

Base de datos : 35 voces patológicas reales.

RAPT y AC fallaron en 22 voces (62,86%).

El algoritmo basado en EEMD falló en 10 voces (28,57%).
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Extracción de F0 basada en EEMD: ¾Cuándo falla?
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EMD Propiedades de las IMFs de ruido blanco Variantes de EMD Aplicaciones

Clasi�cación de voces sanas y patológicas

Características y clasi�cador

Características: Ubicación en frecuencia y valor del máximo en el
espectro de las IMFs 2, 3 y 4.

Clasi�cador: Método de k-vecinos más cercanos.

Base de datos:

Vocales simuladas: 400.
Vocales reales: 106.

Estado del arte:

Parsa y Jameson (2001): 96.50%
Schlotthauer, Torres y Jackson (2010): 98.94%
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Clasi�cación de voces sanas y patológicas

Resultados: Voces simuladas

Clasi�cación Clasi�caciones
Clase Patológicas Normales correctas

Patológicas 198 2 99%
Normales 2 198 99%

TOTAL 99%

Resultados: Voces reales

Clasi�cación Clasi�caciones
Clase Patológicas Normales correctas

Patológicas 49 4 92.45%
Normales 3 50 94.34%

TOTAL 93.40%
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