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Norma

(V,+,*) un espacio vectorial sobre F de C.

Se denomina seminorma en V a 

/: ℜ→Vρ Vv,)()()
Vv 0)()
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U i l di ió di i lUna norma es una seminorma con la condición adicional que:

00)( =⇔= vvρ
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Espacio normadop

(V,+,*, ||.|| ) un espacio vectorial normado
sobre F de Csobre F de C.

)()()( vuvu ρρρ −≥±
En toda seminorma:

)()()( vuvu ρρρ ≥±
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Espacios de Banachp

EB son espacios vectoriales normados completos

i.e. toda sucesión de Cauchy es convergente en el espacio.

/,0 Dado/}{ NNxn ∈∃> εε

., εε Nmnxx mn >∀<−
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Sistemas Lineales y Filtros

Filtros lineales invariantes en el tiempo

I t l d F i L1 L2Integrales de Fourier en L1 y en L2. 
Propiedades. 

Discretización

Filtros lineales discretos invariantes en el tiempo. 
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de Fourier.

Informe de Fourier al Institute de France (1807)
f periódica puede representarse por serie de ondas senoidales 

armónicas.

Impacto: física, ingeniería, análisis matemático.

Motivación de Fourier: difusión del calor

Transformada de Fourier diagonaliza todo Transformada de Fourier diagonaliza todo 
operador lineal invariante en el tiempooperador lineal invariante en el tiempop pp p

Bloques fundamentales del procesamiento de señales
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Filtrado Lineal Invariante en el tiempo.

Operaciones básicas del procesamiento de señalesOperaciones básicas del procesamiento de señales

transmisión de señalestransmisión de señales
remoción de ruido estacionario
codificación predictiva

son implementadas con operadores lineales invariantes en el tiempo
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Filtrado Lineal Invariante en el tiempo.
Operador lineal invariante en el tiempo

Lf

( ) )( τ−= tftf

Lf g

( ) )( ττ tftf

][)()]([)( ττ fLtgtfLtg =−⇒=

Por estabilidad numérica L debe tener 

τ

una forma de continuidad débilcontinuidad débil. 

Esta “continuidad débil” se formaliza mediante 
la “teoría de distribuciones”.
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Delta de Dirac
δ tiene soportesoporte en { t = 0} y 1)( =∫

+∞

dttδ

Si f continua: ∫
+∞

= duuuff )()()0( δ

∫
∞−

Si f continua:

∫
+∞

d 1)(

∫
∞−

= duuuff )()()0( 0δ

Se define para g continua tal que

⎟
⎞

⎜
⎛

=∫
∞−

tgtg

dttg

1)(

1)(

⎟
⎠

⎜
⎝

=
s

g
s

tgs )(

glimδ ∫∫
∞+∞+

dffdf )()()()()(li δss
g

0
lim
→

=δ ∫∫
∞−∞−

→
== dttftfdttftgss

)()()0()()(lim
0

δ

Convergencia débil
E
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Sistema Lineal Invariante en el tiempo (SLIT).
Se caracterizan por su respuesta al impulso unitario.

)()( utt −= δδ

∫
+∞

= dutuftf u )()()( δf continua

)()( uttu δδ

L lineal y continua

∫
+∞

dLffL )]([)()]([ δ

∫
∞−

∫
∞−

= duuLuftfL t )]([)()]([ δ
L

f ][ fL

h respuesta al impulso )()]([ tfhtfL ∗=

Lδ h ][)( )(= tLth δdonde
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Sistema Lineal Invariante en el Tiempo (SLIT).
i d d d l d d l ióPropiedades del producto de convolución

)()( tfhthf ∗=∗Conmutativa )()( tfhthf ∗=∗Conmutativa

Diferenciación )()())(( t
dt
dhfth

dt
dfthf

dt
d ∗+∗=∗

Convolución con la Dirac )()( τδ∗ tftfConvolución con la Dirac )()( τδτ −=∗ tftf
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Sistema Lineal Invariante en el Tiempo (SLIT).
bilid d C lid dEstabilidad y Causalidad

Filtro causal

Si L[f(t)] no depende de los valores de f(u) para u>tSi L[f(t)]  no depende de los valores de f(u) para u>t

∫
+∞

dfhfL )()()]([ ∫
∞−

−= duutfuhtfL )()()]([

0)( =uh si u<0)( si u 0

La respuesta impulsiva h se denomina causal
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Sistema Lineal Invariante en el Tiempo (SLIT).
Propiedad de estabilidad

Estabilidad garantiza que L[f(t)] esta acotada si f(t) es acotadaEstabilidad garantiza que L[f(t)] esta acotada si f(t) es acotada

+∞

∫ ∫
+∞

∞− ℜℜ∈
≤−≤ duuhufduutfuhtfL

u
|)(||)(|sup|)(||)(||)]([|

ℜ

+∞<∫ duuh |)(|Es suficiente que +∞<∫
ℜ

duuh |)(|Es suficiente que

Se dice que h es estable si es integrable

Se demuestra que esta condición es también necesaria 
si h es una función
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Sistema Lineal Invariante en el tiempo (SLIT)
Ejemplos

)()]([ τλ −= tftfLSistema Amplificación-Retardo

Respuesta al impulso: )()()( ttth τδλτδλ =−=

duuftfL
Tt

∫
+

=
2

)(1)]([Promediador Uniforme de f duuf
T

tfL
Tt
∫
− 2

)()]([
sobre intervalos de long. T

Respuesta al impulso: )(1)( tthRespuesta al impulso: )()( ],[ 22
t

T
th TT−= χ
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Sistema Lineal Invariante en el Tiempo (SLIT).
Autovalores y autovectoresAutovalores y autovectores

Las exponenciales complejas 
tie ω

son autovectores del operador de convolución

∫
+∞

∞

−= dueuheL utiti )()(][ ωω

∞−

tiuititi ehdueuheeL ωωωω ω).(ˆ)(][ == ∫
+∞

− )()(][ ∫
∞−

d d ∫ − dhh uiω)()(ˆ (T f d d F i )donde ∫
ℜ

= dueuhh uiωω )()( (Transformada de Fourier)

es el autovalor asociado en la frecuencia ω
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Operador Linealp

Hilb tdiHHHL → Hilbertdeespacioscon ,: 21 iHHHL →

HffCL ∈∀∈∀⇔lineales λλ HffCL ∈∀∈∀⇔ 2121 ,,,lineales λλ

( ) ( ) ( )22112211    fLfLffL λλλλ +=+

O d dj t• Operador adjunto

• Operador autoadjunto

• Autovector y autovalor• Autovector y autovalor

• Diagonalización de operadores
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Sistema Lineal Invariante en el Tiempo (SLIT).

Como las ondas sinusoidales
tieω

Autovalores y autovectores

Como las ondas sinusoidales 

son autovectores de los SLIT

e

es tentador tratar de descomponer cualquier función f 
“ ” d t t tcomo “suma” de estos autovectores.

Podemos expresar L[f ] directamente a partir de losPodemos expresar L[f ] directamente a partir de los 

autovalores .)(ˆ ωh

El análisis de Fourier demuestra que bajo condiciones débiles 
(seccional continuidad) es posible escribir L[f ]

24/04/2009 APAS´2009 17

como una Integral de Fourier.



Integrales de Fourier en LIntegrales de Fourier en L1  1  y en Ly en L22gg yy

∫
+∞

+∞<⇔ℜ∈ dttfLf )()(1 ∫
∞−

+∞<⇔ℜ∈ dttfLf )()(

∫
+∞

+∞<⇔ℜ∈ dttfLf 22 )()( Energía finita∫
∞−

ff )()(
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L a Transformada de Fourier en LL a Transformada de Fourier en L11(R)(R)

( )ℜ∈ 1Lf

∫
+∞

−= dtetff tiωω )()(ˆLa Transformada de Fourier (FT)
∞−

mide “cuantas” oscilaciones de f hay en la frecuencia ω.

Si :)()( 1 ℜ∈ Ltf +∞<≤ ∫ dttff )()(ˆ ω

)()(ˆ 1 ℜ∈ Lf ω y  es continua
( Papoullis 1987 )
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L a Transformada de Fourier en LL a Transformada de Fourier en L11(R)(R)
Teorema (Transformada Inversa de Fourier)

)()(ˆ)()( 11 ℜℜ LfLf

+∞1

Si )()()()( 11 ℜ∈ℜ∈ LfyLtf ω

∫
∞−

= ωω
π

ω deftf ti)(ˆ
2
1)(

La reconstruccion no está 
garantizada para funciones

Teorema (de Convolución)

S )()()()( 11 ℜ∈ℜ∈ LthyLtf

garantizada para funciones 
discontinuas

)()()( 1 ℜ∈∗= Lthftg

Sea )()()()( ℜ∈ℜ∈ LthyLtf

)()()( ℜ∈∗ Lthftg

)(ˆ)(ˆ)(ˆ ωωω hfg =
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La Transformada de Fourier en LLa Transformada de Fourier en L11(R)(R)

La respuesta de un SLIT puede calcularse por su FT

ˆˆ

∫
1

⇒=∗== )(ˆ).(ˆ)(ˆ][ ωωω hfgyhfgfL

∫
ℜ

== ωωω
π

ω dehftgfL ti)(ˆ)(ˆ
2
1)(][

∫
ℜ

= ωωω
π

ω defhfL ti ])(ˆ[)(ˆ
2
1][

ℜπ2

)(ˆ ωh atenua o amplifica cada componente frecuencial  
eiω t de amplitud )(ˆ ωf

Esta convolución se denomina Filtrado Frecuencial 
y es la Función de Transferencia del Filtro)(ˆ ωh

eiω t de amplitud )(ωf
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La Transformada de Fourier en LLa Transformada de Fourier en L11(R)(R)
Propiedad Función Transf. de Fourier

)( tf )(ˆ tf

∗ )(
)(ˆ

21 tff
tf

)(ˆ).(ˆ
)(2

)(

21 ωω

ωπ

ff

f
f

−Inversa 
Convolución

− )(
)(.

)(

21

21

utf
tff

ff

ˆ

)(ˆˆ
2

1
21 ω

π
ff

i

∗

Convolución 
Multiplicación 
Traslación Temporal

⎟
⎞

⎜
⎛

)(
tf

tfe ti ξ

( )ˆ
)(ˆ

)(

ξω

ωω

f

fe ui

−

−Traslación Temporal
Modulación
S li ⎟

⎠
⎜
⎝

)()( tf
s

f

p

( )
)(ˆ)(

ˆ

ωω

ω

fi

sfs
p

Scaling
Derivada Temporal

−

)(
)()(

tf
tfti p

)(ˆ
)(ˆ )(

ω

ω

f

f p

−

Derivada Frecuencial
Conjugada Compleja
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La Transformada de Fourier en LLa Transformada de Fourier en L22(R)(R)ff ( )( )

)()( ttf = χ Función Característica de [-1,1])()( ]1,1[ ttf −= χ [ , ]
o “Indicator Function”

21

∫
sinω )(2)(ˆ 1

1

ℜ∉== ∫
−

− Lsindtef ti

ω
ωω ω

⎨
⎧ ℜ∉ )(

)(ˆ
2

1L
f ω

⎩
⎨

ℜ∈ )(
)(

2L
f

No puede aplicarse el Teorema de Inversión !

E necesario extenderextender la Transformada de Fourier a L2 (RR )
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Es necesario extenderextender la Transformada de Fourier a L2 (R R )



L2 es Hilbert

Producto interno

)()()( 2 ℜ∫
+∞

Lfdff )(,  para ,)()(, 2 ℜ∈>=< ∫
∞−

Lgfdttgtfgf

Norma

)(para)()()( 222 ℜ∈=>==< ∫∫
+∞+∞

Lfdttfdttftffff )( para ,)()()(, ℜ∈=>==< ∫∫
∞−∞−

Lfdttfdttftffff
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La Transformada de Fourier en LLa Transformada de Fourier en L22(R)(R)ff ( )( )

Teorema:
entonces)()(Si 21 ℜ∩ℜ∈ LLhyf

=>< ∫ dtthtfhf )()(,

= ∫
ℜ

ℜ

dhf )(ˆ)(ˆ ωωω

><= hf ˆ,ˆ
2
1
π

><>=< hfhf ˆ,ˆ
2
1,
π Fórmula de Parseval

2

2

2

2
ˆ

2
1,  Si ffgf
π

== Fórmula de Plancherel
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La Transformada de Fourier en LLa Transformada de Fourier en L22(R)(R)ff ( )( )

Extensión a L2       por densidadExtensión a L por densidad

)(    pero     )(      Si 12 ℜ∉ℜ∈ LfLf

d l l T f d d F ino puede calcularse su Transformada de Fourier 
mediante la integral usual

porq eporque

)()( 1 ℜ∉ Letf tiω

Entonces se la define como un límite usando la densidad de
)(en)()( 221 ℜℜ∩ℜ LLL
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La Transformada de Fourier en LLa Transformada de Fourier en L22(R)(R)
)(endensoes)()( 221 ℜℜ∩ℜ LLL )(en       densoes   )()( ℜℜ∩ℜ LLL

)(en    a converge    que   tal),()(,}{ 221 ℜℜ∩ℜ∈∃ ∈ LffLLff nnNnn

0
2

⎯⎯ →⎯− ∞>−nn ff

Como {fn} es convergente, es una sucesión de CauchyComo {fn} es convergente, es una sucesión de Cauchy
⇓

εε Npnff >∀<− , εε Npnff pn >∀< ,  

11

1 ˆˆ
2
1y        ˆ)( pnpnnn fffffLf −=−∃⇒ℜ∈
π

221en   Cauchy   de es   }ˆ{  Entonces LLLf n ⊂∩

L2 es un espacio de Hilbert completo ⇒ toda sucesión de Cauchy converge en él

0ˆˆ    que    tal)(ˆ
2

2 =−ℜ∈∃ nfflimLf

se la define como la Transformada de Fourier de f
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se la define como la Transformada de Fourier de f



La Transformada de FourierLa Transformada de Fourier
EjemplosEjemplos

Función Característica

)()(f ω)(ˆ TsinT

∫)()( ],[ ttf TT−= χ
ω
ωω ω )(2)(ˆ Tsindtef

T

ti == ∫
−

−

Filtro Pasa Bajo IdealFiltro Pasa-Bajo Ideal

)()(ˆ ],[ ωχω ξξ−=h t
tsindeth ti

π
ξω

ξ
ω )(

2
1)( == ∫],[ ξξ tπξ2 ∫−
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La Transformada de FourierLa Transformada de Fourier
EjemplosEjemplos

Circuito Electrónico PasivoCircuito Electrónico Pasivo

Implementa filtros analógicos: resistencias, capacitores e inductores.

h
f g ∑∑ =

M
k

k

K
k

k tgbtfa )()( )()(h == kk 00

f(t)=g(t)=0 si t<0f(t) g(t) 0 si t<0

∑
K

k
k ia

g
)(

)(ˆ
ω

ωAplicando Fourier:

)()( thftg ∗=

∑

∑
=== M

k
k

k

ibf
gh 0

)()(ˆ
)()(ˆ

ωω
ωω

Aplicando Fourier:
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La Transformada de FourierLa Transformada de Fourier
EjemplosEjemplos

Función GaussianaFunción Gaussiana
∞−= Cttf    es       )exp()( 2

dteef
T

T

tit∫
−

−−= ωω
2

)(ˆ 0)(ˆ)('ˆ2 =+ ωωω ff
T

Chirp Gaussiano ))(exp()( 2tibatf −−= ))(p()(f

⎞⎛⎤⎡ 22
1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
)(4

)(exp)(ˆ
22

22

ba
iba

bia
f ωπω
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La Transformada de FourierLa Transformada de Fourier
Propiedades: Regularidad y decaimientoPropiedades: Regularidad y decaimiento

Regularidad y Decaimientog y

La regularidad global de una señal f depende del 
decaimiento de cuando ω aumenta)(ˆ ωfdecaimiento de          cuando ω aumenta)(ωf

+∞<≤⇒ℜ∈ ∫ ωωω dftfLf )(ˆ1)()()(ˆSi 1 +∞<≤⇒ℜ∈ ∫
ℜ

ωω
π

ω dftfLf )(
2

)()()(  Si

i.e f es continua y acotada
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La Transformada de FourierLa Transformada de Fourier
Propiedades: Regularidad y decaimientoPropiedades: Regularidad y decaimiento

Teorema:
Si ( ) ∞+<+∫ ωωω df p1)(ˆ

entonces la función f es acotada y p veces continuamente 

( )∫
ℜ

f y p
diferenciable con derivadas acotadas.
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La Transformada de FourierLa Transformada de Fourier
Propiedades: Regularidad  y decaimientoPropiedades: Regularidad  y decaimiento

εω
ω +++

≤ 11
)(ˆ

p
Kf/0 y  constantes    Si >∃ εKn

Entonces pCf ∈

Si      tiene soporte compacto, el teorema implica que ∞∈Cff̂

El decaimiento de depende del peor comportamiento)(ˆ ωfEl decaimiento de            depende del peor comportamiento 
singular de f.
)(ωf
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La Transformada de FourierLa Transformada de Fourier
Propiedades: Regularidad y decaimientoPropiedades: Regularidad y decaimiento

)()( ],[ ttf TT−= χEjemplo:

es discontinua en -T y Tes discontinua en T y T.
⇓

ω 1comodecae)(f̂ ωω  comodecae )(f

¿ Es f  regular para t≠ ± T  ?

Esta información no puede obtenerse a partir de la Transformada de 
Fourier.

Para caracterizar regularidades locales se necesitan formas de 
onda bien localizadas en el tiempo    Onditas 
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