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Norma
]

(V,+,”) un espacio vectorial sobre F de C.

Se denomina seminormaen V a

i) p(v=0 VveV
o VoRI i) p(av)z!a!p(v) VaeR,VveV

i) pu+v)<pu)+p(v)

Una norma es una seminorma con la condicion adicional que:

o(v)=0=v=0
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Espacio normado
—

(V,+,% [[.l] ) un
sobre F de C.

En toda seminorma;

plutv)=|pu)-p)
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Espacios de Banach
—

EB son espacios vectoriales normados

l.e. toda es convergente en el espacio.

{x }/Dadoe>0,3N,_e N/

X, —me<g Vn,m>N_.
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Sistemas Lineales y Filtros

= Filtros lineales invariantes en el tiempo

= Integrales de Fourieren L' y en L2
= Propiedades.

« Discretizacion
« Filtros lineales discretos invariantes en el tiempo.

= Senales finitas.
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de Fourlier.

Informe de Fourier al Institute de France (1807)

f periddica puede representarse por serie de ondas senoidales
armonicas.

Impacto: fisica, ingenieria, analisis matematico.

Motivacion de Fourier: difusion del calor

Transformada de Fourier diagonaliza todo
operador lineal invariante en el tiempo
i

Bloques fundamentales del procesamiento de sefiales
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Filtrado Lineal Invariante en el tiempo.

Operaciones basicas del procesamiento de senales

=  transmision de senales
=  remocion de ruido estacionario
= codificacion predictiva

son implementadas con operadores lineales invariantes en el tiempo

24/04/2009 APAS 2009



Filtrado Lineal Invariante en el tiempo.
Operador lineal invariante en el tiempo

f.(t)=ft-7)
gO=Lr0)] = glt-7)=1f]

Por estabilidad numérica L debe tener
una forma de continuidad débil.

Esta “continuidad débil” se formaliza mediante
la “teoria de distribuciones”.
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Delta de Dirac

S tiene soporte en {t =0} y j5(t)dt =1

Si f continua: £(0) :Tf (u) 6y (u) du
Se define para g continua tal que Ig(t)dt =1
g (1) = %g(éj
o=limg, lim j g.(0) /()i 7 £(0) {5@) f (@)t

Convergencia débil \
ES

Notacion!!!
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Sistema Lineal Invariante en el tiempo (SLIT).

Se caracterizan por su respuesta al impulso unitario.

f continua

L lineal y continua

6,(t)=06(t—u)

0= [ 1) 5,00

/

—»

L

i WOl L £(00) LIS ()l

h respuesta al impulso LU(I)] =h *f(l‘)

o

—_—»

h

————»

donde A(t) =L[o(¢)]
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Sistema Lineal Invariante en el Tiempo (SLIT).
Propiedades del producto de convolucion

Conmutativa

Diferenciacion

Convolucion con la Dirac

S *h(e)=h=f(1)

(f*h(t))— g *h(t)+f*(t)

f*0.(1)=f(t—7)
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Sistema Lineal Invariante en el Tiempo (SLIT).
Estabilidad y Causalidad

Filtro causal

Si L[f(t)] no depende de los valores de f(u) para u>t

LU (@)]= [ ) f (e ~u)d
: 4
h(u) =0 Sl u<0

La respuesta impulsiva h se denomina causal
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Sistema Lineal Invariante en el Tiempo (SLIT).
Propiedad de estabilidad

Estabilidad garantiza que L[f(t)] esta acotada si f(t) es acotada

[LLOK [1AG)1A e~ ldu<supl @) | )
—o0 @ R

Es suficiente que j ! (1) ! au < 400
R
Se dice que h es estable si es integrable

Se demuestra que esta condicion es también necesaria
si h es una funcion.
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Sistema Lineal Invariante en el tiempo (SLIT)
Ejemplos

Sistema Amplificacidon-Retardo Lf@®]=1f(t—-71)

Respuesta al impulso: ht)=Ao(t—7)=10.(¢)
1 t+7,

Promediador Uniforme de f LHr@®]=— ff(u) du
sobre intervalos de long. T Tt_JT/Z

Respuesta al impulso: h(z) :% X-1,,7) (7)
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Sistema Lineal Invariante en el Tiempo (SLIT).
Autovalores y autovectores

] ] it
Las exponenciales complejas €

son autovectores del operador de convolucion

L[eia)t]: jh(u) eia)(t—u)du

[[e“ =" th(u) e "du= fz(w).eim

—00

donde h(w) = jh(u) e’”"du  (Transformada de Fourier)
R

es el autovalor asociado en la frecuencia @
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Operador Lineal

L:H,— H,,con H, espacios de Hilbert

Leslineal < VA, 4, eCVf, f,eH

L(Afi+2,05)=AL(f)+A4LL(f,)

Operador adjunto
Operador autoadjunto
Autovector y autovalor

Diagonalizacion de operadores
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Sistema Lineal Invariante en el Tiempo (SLIT).
Autovalores y autovectores

1wt
Como las ondas sinusoidales €

son autovectores de los SLIT

es tentador tratar de descomponer cualquier funcion f
como “suma” de estos autovectores.

autovalores ﬁ (a)) :

El analisis de Fourier demuestra que bajo condliciones debiles
(seccional continuidad) es posible escribir L[f ]

como una Integral de Fourier.
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fel'l(R) < T\f(t)\dt < 400

f e L’ (R) < -”f(l‘)‘zdt < 400 Energia finita
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L a Transformada de Fourier en L1(R)

fel(R)

+00
La Transformada de Fourier (FT) f(w)= j @) e’ dt

mide “cuantas” oscilaciones de f hay en la frecuencia o.

Si f(t)e L'(R) : ‘f(a))‘gﬂf(t)\dt<+oo

];(0)) e L'(R) vy es continua

( Papoullis, 1987 )
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L a Transformada de Fourier en L1(R)

Teorema (Transformada Inversa de Fourier)

si f(t)e IM(R) vy f(w)e [HR)

f(t)—— j /(@) " de

La reconstruccion no esta
garantizada para funciones
discontinuas

Teorema (de Convolucion)

sea f(?) € Ll(ﬂ%) vy h(t) € Ll(fR)
gO)=f*h{t) L)
8(0) = f () h(w)
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La Transformada de Fourier en L(R)

La respuesta de un SLIT puede calcularse por su FT

Lfl=g=f*h y &)= f(0)hl®) =

1= =~ [ (@) h@) e do

LUf1=-] h@)F (@)™ 1do

h(w) atenua o amplifica cada componente frecuencial
el t de amplitud /(@)

Esta convolucion se denomina Filtrado Frecuencial
y h(w) esla Funcion de Transferencia del Filtro
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La Transformada de Fourier en LY(R)

Propiedad

Inversa

Convolucion
Multiplicacion
Traslacion Temporal
Modulacion

Scaling

Derivada Temporal
Derivada Frecuencial
Conjugada Compleja
Simetria Hermitiana

24/04/2009

Funcidn Transf. de Fourier
S () f(t)
f(t) 27 f (- )
fl* fz(t) fl(a) ). fz(a))
So Ja (1) 21 fi% [o(@)
f(t - u) _”Z_M .
eiétf(t) e,\ f (o)
) f (o - &)
f(s—j 5|/ Go )
0 () (io )" f (o)
(-it)" f(1) L@
f(t) f(-o)

VoY

F(1)e = f (o) = f (o)
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f(t) — Z[ L] (f) Funcion Caracteristica de [-1,1]

o “Indicator Function”

Fl@)= e di =" SZ’” ¢ I{(R)
. (2 [}(R)
/(@) ie I? (‘R)

No puede aplicarse el Teorema de Inversion !

Es necesario extender la Transformada de Fourier a L? (R)

24/04/2009 APAS 2009 23



I.%2es Hilbert

Producto interno

<frg>= [ f()g@)dt, para f,gel*(R)

Norma
+00 +00
2 o oty 70N dr — CL (N2 74 mara £~ T2(0)
HJH =<J,J >=1J\))J \L}(/LL—J‘J \l)| at, pala j € L (h)
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Teorema:
Si fyheL'(R)nL(R) entonces
<f, h> = jf(z)%(t)dt

ER —_—

= [fle)h(0)do

R
1 A A

= —< f,h>

27T /
1 =~ ,
< fh>= - <f,h> Formula de Parseval

2
FOrmula de Plancherel

f

: 1
si /=g, 1=

2

APAS 2009
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Extension a2 = por densidad

Si  felL’(R) pero f¢&L(R)

no puede calcularse su Transformada de Fourier
mediante la integral usual

porque
ft)e”" ¢ L'(R)

Entonces se la define como un limite usando la densidad de
L'(R)NL(R) en L*(N)
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L'(R)NL*(R) esdenso en  L*(N)
3 {fY_v, f,eLl'(R)nL*(RN), talque f, converge a f en L*(R)

|/, = /ll, =0
Como {f,} es convergente, es una sucesion de Cauchy
U
lf, = f.ll<e Yap>N,

fel® =37,y -1 =5

f~1,

1

Entonces {f,} esde Cauchy en L' L% c I’

L? es un espacio de Hilbert completo = toda sucesion de Cauchy converge en él
3 fel’(N) tal que liﬁf—ﬁ =0
2

se la define como la Transformada de Fourier de f
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Funcion Caracteristica

~ 1 sin(Tw)
() = A1-1.1] (2) f(w) = je_lwtdt =2
it @
Filtro Pasa-Bajo Ideal
. 1 . sin(&t)
ho) = 1 - (@) h(t) = Ej;e do = —
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Circuito Electronico Pasivo

Implementa filtros analogicos: resistencias, capacitores e inductores.

S sl 2arP0=2hs"0)

t)=g(t)=0 sl t<0
f)=g( o) = 1 h(1)

Zak(ia))k

Aplicando Fourier: R 5
h(w) = g(a)) _ k=0

/(@) ibk (iw)*
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Funcidén Gaussiana

() =exp(-t°) es C~

(o) = ietzeimdt 2 (@) +@ f(w)=0

-T

Chirp Gaussiano () = exp(—(a —ib)t%)

i 17 . 2
~ L | 7 —(a+ib)w
f(w)__a—ib_ eXp[ 4(a® +b*) )
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Regularidad y Decaimiento

La regularidad global de una senal f depende del
decaimiento de /(») cuando @ aumenta

Si F@)e L@ = 1)< - [ Flo)do <+
27 3,

l.e f'es continua y acotada

24/04/2009 APAS 2009
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Teorema:
S Jf(w) (1+a)p)da) < 400

entonces la funcidn fes acotada y p veces continuamente
diferenciable con derivadas acotadas.
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_ , K
Si 3n constantes K ye >0/ f(o)< L4 o PHive

Entonces [ €C”

N\

Si f tiene soporte compacto, el teorema implicaque f e C”

El decaimiento de f(w) depende del peor comportamiento
singular de f.
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Ejemplo: f (@)= x10.1(7)

es discontinua en -1y 1.

U
f(w) decae como %

¢ ESf reqularparat=+ T ?

Esta informacion no puede obtenerse a partir de la Transformada de
Fourier.

Para caracterizar regularidades locales se necesitan formas de
onda bien localizadas en el tiempo = = Onditas
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